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Resumen 
 
Los lineamientos curriculares del Ministerio de Educación Nacional (MEN, 1998) de 
Colombia plantea la necesidad de volver la mirada hacia la geometría y darle la 
importancia que se merece en la formación académica de los estudiantes. “actualmente se 
considera una necesidad ineludible volver a recuperar el sentido espacial intuitivo en toda 
la matemática”. Complementario a esa educación el valioso aporte ofrecido por “Howard 
Gardner” con su teoría de las múltiples inteligencias considera como una de estas 
inteligencias la espacial y plantea que el pensamiento espacial es esencial para el 
pensamiento científico, ya que es usado para representar y manipular información en el 
aprendizaje y en la resolución de problemas”. 
Tomando esta premisa y centrando el interés en una parte de la geometría un tanto 
olvidada en nuestro currículo como son las cónicas, se presenta este trabajo, con el ánimo 
de mostrar el  tema más interesante para los estudiantes, mencionando sus aplicaciones, 
generando sus graficas aprovechando la tecnología, donde se hace más fácil la variación 
de sus parámetros y los resultados que estas variaciones conllevan. 
Se construirá una unidad didáctica potencialmente significativa donde se mostrará 
de una manera sencilla y agradable la construcción de las figuras y su relación con los 
parámetros. Para todo esto se tendrá en cuenta el manejo de la escuadra y el compás, con 
el fin de que se evidencie la satisfacción que genera el dibujo manual a la vez que 
potencia la asimilación de los conceptos y el manejo de las formas. 
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Todo lo anterior, enmarcado en una dinámica, donde el estudiante aprenda haciendo, 
teniendo el contacto directo con las herramientas y  las ideas a desarrollar, permitiendo 
además que él vaya más lejos en sus propias creaciones. 
 
Palabras claves: Cónicas, unidad potencialmente significativa, regla y compás. 
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Abstract 
 
The curriculum guidelines of the Ministry of national education (MEN, 1998) of Colombia raised 
the need to look towards geometry and give it the importance that it deserves in the academic 
training of students. "Is currently considered an unavoidable need return to recover the intuitive 
spatial sense in all Mathematics". Complementary to that education the valuable contribution 
offered by "Howard Garner" with his theory of multiple intelligences is considered as one of 
these intelligences spatial and spatial thinking is essential to scientific thought, since it is used to 
represent and manipulate information in the learning and problem solving" 
Taking this premise and focusing the interest in a part of the somewhat forgotten in our 
curriculum geometry such as conics, is presented in this work, with the aim of showing the most 
interesting subject for students, mentioning their applications, generating its graphics taking 
advantage of technology, where the variation of its parameters and the results that these 
variations entail becomes easier. 
Potentially significant didactic units where one show in a simple and pleasant way the 
construction of the figures and their relationship with the parameters will be built. For all of this 
be taken into account the management of the square and compass, so you experience the 
satisfaction generated by manual drawing and to power the assimilation of concepts and 
management of forms. 
All of the above framed in a dynamic, where students learn doing, having direct contact 
with the ideas and tools to develop, allowing him to go further in their own creations. 
Keywords: Conics, Potentially significant didactic units, square and compass. 
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1. Introducción 
 
A lo largo de la historia, (Sánchez J. d., 1996) el hombre se ha enfrentado a un sin número de 
obstáculos y problemas para desentrañar los secretos de la naturaleza, tanto para vivir con ella, 
como de ella en “perfecta convivencia”. Para  superar esos problemas ha empleado diversas 
estrategias, es así como se llegó al conocimiento del movimiento de los planetas y las curvas que 
describen estos movimientos entre otros. 
La necesidad de volver a la geometría o de llevarla de nuevo al aula de clase, se hace cada 
vez más apremiante y que mejor forma de hacer esto que con una introducción desde la historia, 
de cómo surgieron los conceptos matemáticos; específicamente en este caso las figuras llamadas 
CÓNICAS. Pero, este es un reto que requiere unas estrategias especiales y es aquí donde entra en 
juego el problema que convoca este trabajo “¿Cómo lograr despertar el interés y alcanzar un 
aprendizaje significativo, de los conceptos que conciernen a las  cónicas, en particular, la 
Hipérbola,  en los estudiantes de educación media?”. 
Para lograr este propósito, se recurrirá a la historia, recordando situaciones como: El 
problema de la duplicación del cubo, que resolvió Menecmo por medio de la intersección de las 
secciones planas de un cono; O ¿por qué se les dio este nombre tan particular a estas figuras?; el 
área de un segmento parabólico; entre otras. Estos problemas que llamaron la atención de los 
hombres de la antigüedad necesariamente tienen que despertar curiosidad e interés en los jóvenes. 
El recorrido histórico los llevará luego al diagrama cartesiano, donde se mostrará la 
variación ocasionada en la figura por cambios en los parámetros, ayudados por las herramientas 
matemáticas y tecnológicas. Este medio los ayudará a afianzar los conceptos sobre los parámetros 
y a desarrollar destrezas manuales, y el sentido espacial.  
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Y ¿por qué es importante desarrollar el sentido espacial?.  Como sabemos, las personas 
nos regimos por 2 categorías básicas que nos permiten entender aquello que sucede a nuestro 
alrededor, recordarlo y también actuar en consecuencia (Nacional, 1998). Estas categorías tan 
importantes, sobre las que recaen todos nuestros aprendizajes complejos, no son otras que el 
espacio y el tiempo; sin referentes en alguna de éstas no somos capaces de procesar ningún tipo 
de información, o por lo menos nos resulta seriamente difícil. 
Las múltiples aplicaciones de las CÓNICAS en la vida moderna y cotidiana, elevarán el 
grado de interés sobre el conocimiento de estas y su construcción. Todo este proceso se llevará a 
cabo en un período académico de dos meses con estudiantes de la educación media, dado su 
conocimiento de las relaciones reales, expresiones algebraicas y gráficas en el plano cartesiano. 
Se hará mayor énfasis en la hipérbola ya que de las cónicas es quizás la menos conocida por los 
estudiantes, por razones de tiempo y porque encierra un grado de mayor dificultad. 
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2. Planteamiento y justificación del problema. 
 
En los años sesenta y setenta, la enseñanza de las matemáticas, centró su interés por la lógica de 
conjuntos y dejó de lado la geometría y con ella los problemas interesantes de aplicación ( (MEN, 
1998), haciendo mayor énfasis en el álgebra, la aritmética, entre otras. Es aquí donde la 
matemática comienza a tomar ese matiz opaco y deslucido para la mayoría de los estudiantes.  
 
A nosotros, los docentes de ahora, nos tocó ese legado como estudiantes y se lo estamos 
pasando a nuestros alumnos casi de la misma forma. Es hora de que la geometría vuelva a tomar 
esa importancia que tuvo en la antigüedad, en nuestras aulas de clase. Que nuestros jóvenes, 
degusten una matemática mucho más dinámica y activa; que el álgebra y la aritmética, sean esa 
herramienta para encontrar caminos diversos, en los procesos de resolución de problemas 
matemáticos, que solo por medio de la geometría se pueden alcanzar. 
Teniendo en cuenta el enfoque anterior, se hace necesario tener presente, la geometría 
Euclidiana, Geometría Diferencial, Geometría No Euclidiana (Descriptiva, Métrica, Proyectiva, 
entre otras), Geometría Analítica; dentro de esta última encontramos el estudio de las CÓNICAS. 
 
Las cónicas son figuras que se obtienen cortando un cono con planos no perpendiculares a 
su eje en el vértice, se ven constantemente en la ciencia; como en las lámparas (reflectores), 
antenas de transmisión satelitales, los radio telescopios donde se halla la presencia de la  
parábola, o en la descripción del movimiento de los cuerpos celestes como planetas, o en 
arquitectura se utilizan muchos marcos con forma elíptica (donde observamos la elipse). Los 
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cometas al ser atraídos por el sol describen trayectorias hiperbólicas, las hipérbolas también son 
muy utilizadas en la óptica. 
Es por esto que se hace necesario un acercamiento o conexión de estos lugares 
geométricos con la “realidad”, a través de su presencia en dominios tan variados como la vida 
cotidiana, la técnica, las ciencias experimentales, la arquitectura, la escultura, la pintura y además 
por lo que significa en la ubicación espacial es importante su estudio  en la enseñanza media. 
 
“¿Cómo lograr despertar el interés y alcanzar un aprendizaje significativo, de los 
conceptos que conciernen a las  cónicas, en particular, la Hipérbola,  en los estudiantes de 
educación media?”. 
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3. Objetivos  
 
 
3.1. General 
Diseñar una propuesta metodológica para la enseñanza de las cónicas en particular la hipérbola, 
que despierte el interés en los estudiantes y posibilite un aprendizaje significativo.  
 
3.2. Específicos 
 
 Mostrar la importancia y aplicación de las cónicas en las ciencias y la cotidianidad. 
 Utilizar la tecnología para dibujar sus gráficas (programas de computación). 
 Despertar el interés de los estudiantes por el estudio de las cónicas. 
 Indicar de una forma clara y sencilla los elementos constitutivos de las cónicas a 
través de sus figuras en el plano. 
 Diseñar y desarrollar guías sencillas y prácticas para el aprendizaje de las cónicas 
enfatizando en la hipérbola. 
 Diseñar una unidad didáctica. 
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4. Prueba Diagnóstica. 
 
 
Como ya se mencionó anteriormente, las cónicas es uno de aquellos temas que los profesores 
dejamos para lo último en nuestro calendario y por lo general nunca se alcanza a ver, o no se ve 
con la profundidad que debería. Esto se debe a que quizás los profesores no se sienten con los 
conocimientos suficientes  sobre el tema o no sienten que poseen la forma adecuada para 
impartirlo. Por tanto en este tema existen muchos vacíos en los estudiantes, se hace necesario 
entonces indagar si los estudiantes de la I.E. San Pablo de la ciudad de Medellín poseen algunos 
conocimientos esenciales para la comprensión de los tópicos referentes a las cónicas. 
Para realizar la indagación mencionada arriba se propuso una prueba con once preguntas de 
selección múltiple con única respuesta y una pregunta abierta (ver anexo 1). La prueba indaga por 
conceptos tales como:  
 Razones 
 Proporciones 
 Lugar geométrico 
 Distancia entre dos puntos 
 Representación en el plano cartesiano 
 Paralelismo y perpendicularidad 
 Solución de ecuaciones 
 Representación de ecuaciones en el plano 
 Elementos característicos de una Cónica 
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Los resultados de esta prueba aplicada a 63 estudiantes, del grado décimo y once, fueron los 
siguientes. 
Tabla 1. Resultados pruebas diagnóstica 
 
  
PREGUNTAS RESPUESTAS   
 Estudiantes que 
responden 
correctamente 
Estudiantes que 
responden 
incorrectamente 
Estudiantes que no 
saben o no responden 
1 37           58.7% 26          41.3% 0 
2 13           20.6% 48          76.2% 2              3.2% 
3 22           34.9% 40           63.5% 1              1.6% 
4 23           36.5% 40           63.5% 0 
5   8           12.7% 53           84.12% 2               3.2% 
6 49           77.8% 14            22.2% 0 
7 8              12.7% 52               82.5% 3               4.8% 
8 40               63.5% 21               33.3% 2               3.2% 
9 14              22.2% 48              76.2% 1               1.6% 
10 30              47.6% 30              47.6% 3              4.8% 
11 35              55.5% 22           34.9% 6              9.6% 
12 0 49             77.8% 14             22.2% 
TOTALES: 31.9% 56.3% 4.5% 
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Como se puede observar en la tabla anterior, es muy alto el porcentaje (60.8%) de 
estudiantes que responden incorrectamente o no saben.  Para ser temas que los estudiantes deben 
haber visto en años anteriores; como son las razones y las proporciones, la representación de 
ecuaciones en el plano, la solución de ecuaciones cuadráticas, rectas perpendiculares; es muy 
pobre el resultado. 
Estos resultados concuerdan con los que aparecen en las pruebas saber cuyos números en 
porcentaje  son: 
 
Tabla 2. Resultados pruebas saber 
INSUFICIENTE MÍNIMO SATISFACTORIO AVANZADO 
    
30 57 12 1 
Además en cuanto a cada nivel: 
Avanzado:  
 Además de lograr lo definido en los dos niveles precedentes, el estudiante promedio de este 
nivel pasa de la representación algebraica a las propiedades de una función, establece 
equivalencias entre expresiones algebraicas y numéricas, enuncia propiedades relativas a 
determinados subconjuntos numéricos, caracteriza una figura en el plano que ha sido objeto de 
varias transformaciones,  usa criterios de semejanza y congruencia. 
 
Rasgos:  
En razonamiento y argumentación:  
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• Analiza en representaciones gráficas cartesianas comportamientos de cambio de 
algunas funciones.  
• Usa definiciones o criterios de semejanza para explicar situaciones.  
• Describe características de una figura luego de aplicar varios movimientos o 
transformaciones.  
 
En comunicación, representación y modelación:  
• Establece relaciones de comparación entre diferentes gráficas.  
• Reconoce y aplica varias transformaciones a figuras planas en el plano cartesiano.  
• Establece relaciones entre las características de las figuras y sus atributos mensurables.  
 
En formulación y solución de problemas:  
• Resuelve problemas que requieran la solución de sistemas de ecuaciones lineales.  
 
 
Satisfactorio: 
 Además de lograr lo definido en el nivel precedente, el estudiante promedio de este nivel utiliza 
expresiones algebraicas y representaciones gráficas para modelar situaciones sencillas de 
variación, aplica movimientos rígidos a figuras planas en un sistema de coordenadas.  
Rasgos:  
En razonamiento y argumentación:  
• Utiliza ecuaciones para solucionar situaciones problema.  
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• Analiza situaciones modeladas a través de funciones lineales o cuadráticas.  
• Justifica conclusiones sobre varias propiedades de las figuras planas utilizando 
ejemplos.  
• Reconoce algunos criterios de semejanza y congruencia.  
• Pasa de una representación bidimensional a una tridimensional y viceversa.  
• Establece comparaciones entre diferentes desarrollos planos para hallar medidas.  
• Describe características de una figura luego de aplicar un movimiento o 
transformación.  
En comunicación, representación y modelación:  
• Establece relaciones entre expresiones numéricas y expresiones algebraicas.  
 
En formulación y solución de problemas:  
 
• Da significado, en un contexto, a la solución de una ecuación. 
 
Insuficiente:  
El estudiante promedio de este nivel reconoce distintas maneras de representar una función, 
identifica algunos movimientos rígidos en el plano,  
 
Rasgos:  
En razonamiento y argumentación:  
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• Predice patrones de variación en situaciones que presentan relaciones de 
proporcionalidad.  
• Establece conjeturas a partir de representaciones gráficas de algunas funciones.  
• Utiliza algunas propiedades de los números racionales.  
• Identifica algunos movimientos rígidos en el plano.  
 
En comunicación, representación y modelación:  
• Reconoce algunas relaciones funcionales representadas gráficamente.  
• Construye tablas a partir de expresiones algebraicas sencillas.  
• Usa lenguaje apropiado para describir diferentes transformaciones.  
• Establece relaciones entre distintas magnitudes.  
• Caracteriza figuras planas y algunos sólidos a partir de su ubicación en el plano 
cartesiano. 
  
En formulación y solución de problemas:  
• Determina si una operación es pertinente a una situación problema planteada. 
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Nivel rango de descripción  
Puntaje  
• Utiliza diferentes estrategias para solucionar un problema aditivo o multiplicativo.  
• Utiliza relaciones y determinadas propiedades geométricas para resolver problemas de 
medición.  
• Estima la medida de un atributo a partir de un patrón de medida.  
• Usa informaciones presentadas en tablas y diagramas de barras para solucionar 
problemas en contextos cotidianos o de otras áreas.  
• Interpreta algunas medidas de tendencia central en situaciones problema sencillas. 
El estudiante promedio ubicado en este nivel no supera las preguntas de menor complejidad de 
la prueba.  
Mínimo: 
 El estudiante promedio ubicado en este nivel no supera las preguntas de menor complejidad de la 
prueba. 
 
Por lo anterior se hace necesario antes de empezar con el tema de las Cónicas, proveer a 
los estudiantes de unos subsunsores, que les sirvan de anclaje a los conceptos de las cónicas; en 
este caso de la Hipérbola más exactamente. Para que estos temas sean comprensibles a los 
jóvenes, se diseñó una unidad didáctica que repasa o hace más claros los conceptos previos, 
necesarios para el aprendizaje (organizador previo). 
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5. Marco Teórico. 
 
5.1. Contexto histórico 
 
El hombre, por medio de la observación de su entorno, desde épocas muy remotas, debió 
encontrar el círculo, como una forma geométrica esencial; solo el avistamiento del sol y la 
luna, bastaron para ello.  Esta forma fue aprovechada para rendir culto a sus deidades, 
como se observa en el santuario de Stonehenge (Gran Bretaña), construido hacia 1800 a.c. 
está compuesto por una circunferencia de grandes piedras (4.20m de altura) de     de 
diámetro. Las casas que construyeron los hombres del Neolítico al salir de las cavernas, 
también tienen planta redonda. 
Aunque en los edificios de la cultura Egipcia predomine el ángulo recto, la 
presencia del círculo es apreciable también en multitud de elementos ornamentales, 
objetos de uso cotidiano.  Con lo anterior, parece claro que la circunferencia, después de 
la recta, fue el primer lugar geométrico conocido y utilizado por la humanidad. Según los 
datos que se tienen, parece ser que hay que esperar hasta los griegos para encontrar 
lugares geométricos nuevos, es decir, hasta los siglos V y IV a.c. 
La cultura griega que se caracterizó por dotar al mundo de grandes pensadores, 
hombres dedicados exclusivamente a indagar sobre el porqué y  el cómo, de los 
fenómenos naturales.  Hombres como Demócrito, Sócrates, Platón y Aristóteles.  Con 
estos pensadores la filosofía tuvo un desarrollo más prominente que la ciencia, como se la 
conoce hoy.  La Matemática, sin embargo, por esa aversión  y desprestigio que había entre 
los griegos hacia lo práctico, progresó por su preferencia a la abstracción.  La geometría 
deja de ser absolutamente pragmática, constituyéndose en una ciencia basada en el 
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razonamiento deductivo y se constituye un álgebra geométrica, que regula las operaciones 
con segmentos, áreas y volúmenes, mediante el uso del compás y la regla. 
Desde esta época, se empiezan a proponer los tres problemas clásicos de la 
geometría griega: la cuadratura del círculo, la duplicación del cubo y la trisección del 
ángulo.  Sobre la duplicación del cubo hay una leyenda transmitida por Eratóstenes, que 
relaciona este problema con la peste que azotó a Atenas en el año 429 a. c.  Cuenta la 
historia, que los atenienses con el fin de conjurar la peste, enviaron una comisión al 
oráculo de Delos y la respuesta que obtuvieron fue que debían duplicar el volumen del 
altar cúbico de Apolo, sin variar la forma.  Al parecer los atenienses duplicaron la arista 
del cubo, con lo que el volumen aumentó ocho veces y no dos, y no pudieron detener la 
peste (Sánchez J. d., 1996). 
Menecmo, dio la siguiente solución al problema.  Él descubrió que las secciones 
planas de un cono servían para ello.  
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Ilustración 1.Cortes Cónicos 
 
Menecmo se destacó especialmente por el estudio de la geometría, particularmente por la 
inclusión de procedimientos algebraicos en la solución de problemas geométricos.  Por ello se le 
considera el padre de la GEOMETRÍA ANALÍTICA. 
Fue precisamente tratando de resolver el problema de la duplicación del volumen del 
cubo, que este matemático descubrió LAS SECCIONES CÓNICAS.  Las curvas que halló 
Menecmo estudiando el seccionamiento de la superficie cónica por planos, después recibieron el 
nombre de Parábola, Elipse, Hipérbola; también se les llamo Triada de Menecmo. ( (Diálogos, 
2010)). 
Menecmo encontró las cónicas seccionando distintos conos con planos perpendiculares a 
su generatriz así: Para la Parábola, seccionó un cono rectángulo (estamos hablando del ángulo del 
vértice del cono); para la Elipse, un cono acutángulo y para la Hipérbola un cono obtusángulo. 
Miremos ahora, cómo logró resolver el problema de la duplicación del cubo, seccionando 
un cono rectángulo, con un plano perpendicular a una de sus generatrices. 
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Sea ABC el cono y EDG la sección obtenida al cortarlo con un plano perpendicular a su 
generatriz en el punto D. Sea P un punto cualquiera de la curva. Por P se traza la perpendicular  
PQ a RV en el punto O, de modo que PO es la media proporcional entre RO y OV. Por tanto, PO
2
 
= RO. OV. 
Ahora de la semejanza de los triángulos DOV y ABC se tiene              , y de la 
semejanza de los triángulos SDA y BCA se tiene              . Luego tomando OP = y,    
OD = x como coordenadas del punto P se tiene,           , de modo  que sustituyendo 
     (  )    (  ) (  )    (  ) (  )    (  ) [
(  )
(  )
]  (  ) (
  
  
)    [
(  ) (  ) 
(  ) 
]    , ya 
Ilustración 2.Parábola de Menecmo 
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que por semejanza 
  ̅̅̅̅
  ̅̅ ̅̅
 
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
     ̅̅ ̅̅  
  ̅̅̅̅    ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
 y por la misma razón 
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
 
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
           ̅̅ ̅̅  
  ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
  
como los segmentos AS, BC y AB son los mismos para todos los puntos de la curva EQDPG, 
podemos escribir la ecuación de la curva o sección del cono rectángulo en la forma        , 
donde la constante L más tarde se llamará el “Lado Recto”. 
Desde luego que esta demostración no es la que utilizó Menecmo; se llega a ésta 
utilizando un anacronismo, con la simbología de la geometría analítica actual.  Probablemente, 
este gran matemático que fue uno de los maestros de Alejandro Magno y  que perfeccionó toda la 
geometría, conociera más propiedades de estas curvas, pero ninguna parte de su obra ha llegado 
hasta nuestros días; es más, la atribución de este descubrimiento se hace a partir de una carta de 
Eratóstenes al rey Ptolomeo Evergete, donde se mencionan varias duplicaciones del cubo entre 
las cuales se incluye el método de cortar el cono “según las triadas de Menecmo”.  
Los griegos clasificaban los lugares geométricos en tres categorías: Los lugares planos, 
que abarcaban las líneas rectas y las circunferencias; los lugares sólidos, que incluían a las 
cónicas; y los lugares lineales, que contenían las demás curvas. Esta clasificación es heredada de 
los problemas; los problemas planos se resuelven mediante rectas y circunferencias (regla y 
compás), los problemas sólidos se resuelven mediante secciones cónicas y los problemas lineales 
necesitan otras curvas distintas. Esta clasificación se mantuvo hasta mediados del siglo XVII 
cuando la difusión de la geometría analítica propuso otras alternativas. 
Luego de Mecnemo, aparece Apolonio de Perga, que junto con Arquímedes y Euclides 
conforman el triunvirato del siglo de oro de la matemática griega. Apolonio dio una explicación 
del movimiento de los planetas alrededor de la tierra, utilizando epiciclos y deferentes.  
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La mayoría de la obra de Apolonio ha desaparecido, sin embargo, se conserva casi 
completa su obra maestra “Las Cónicas”, gracias a una traducción que se hizo al árabe, en el siglo 
IX por Thabit Ibn-Qurra.  Son ocho libros que superan ampliamente lo escrito por Menecmo, 
Aristeo y Euclides.  Este tratado consta de ocho libros de los cuales se conservan siete;  el 
primero, contiene la generación de las tres secciones y de las opuestas, así como sus propiedades 
capitales (Urbaneja, 2000).  Este geómetra aplicaba con suma habilidad el álgebra geométrica de 
los libros II y VI de Los Elementos de Euclides, para, mediante transformaciones geométricas 
sucesivas, reducir la ecuación a una forma Canónica (utilizando el anacronismo), en la que se 
reconocía una de las tres Cónicas.  De esta forma por medio de sus extensos conocimientos 
geométricos es que Apolonio da solución a problemas tan complejos en su época.  Como se 
mencionó anteriormente las relaciones con las que trabajó Apolonio permiten hallar 
anacrónicamente las ecuaciones cartesianas de las Cónicas, lo que hace pensar lo cerca que 
estuvo de la Geometría Analítica moderna. 
Apolonio fue quién dio el nombre a las Cónicas: Elipse viene del término griego elleipsis, 
que significa insuficiencia; Hipérbola viene de Hipérbole,  que significa exceso y Parábola viene 
de Parabole, que significa equiparación. Ellipsis, que significa una deficiencia, se utilizaba 
cuando un rectángulo dado debía aplicarse a un segmento dado y resultaba escaso en un cuadrado 
(u otra figura dada).  Mientras que la palabra Hipérbola (de "avanzar más allá"), se adoptó para el 
caso en que el área excedía el segmento dado y por último la palabra Parábola (de "colocar al 
lado" o "comparar"), indicaba que no había ni deficiencia ni exceso. Apolonio, aplicó estas 
palabras en un contexto nuevo, utilizándolas con nombres para las secciones cónicas. 
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Es de tener en cuenta que desde el año 415, en el cual tuvo lugar la destrucción de la 
biblioteca de Alejandría, hasta más o menos el siglo XVI, que se da el renacimiento cultural 
europeo, el desarrollo de la ciencia sufre un gran estancamiento, debido a múltiples factores 
como son; el poco entusiasmo romano por lo deductivo y el dogmatismo cristiano, entre otros. 
No obstante, los árabes tradujeron los escritos matemáticos griegos y los llevaron a Europa. 
Los árabes no se limitaron a traducir las matemáticas Griegas, estos también hicieron sus 
aportes, es así como matemáticos Árabes tales como; Al-Haytam, autor de numerosas obras 
matemáticas de las cuales se conservan el tratado de las curvas geométricas y el de la óptica. Abu 
Yafar Mohamed ibn Musa  Al-juarismi, quien contribuyó con uno de los avances matemáticos 
más significativos de su época; el álgebra, que constituye un distanciamiento revolucionario del 
concepto geometricista de los griegos. El álgebra era una teoría unificadora, que permitió que los 
números racionales, los irracionales y las magnitudes geométricas fuesen tratados como objetos 
algebraicos. 
El poeta y matemático Omar Khayyan, realiza una aplicación de las cónicas, resolviendo 
geométricamente cualquier ecuación de tercer grado                 , con a, b, c 
mayores que cero mediante la sustitución de    por    , de la que obtiene            
              ; que es la ecuación de una hipérbola (Partiendo  de la ecuación de una hipérbola 
con asíntotas paralelas a los ejes coordenados        (   )(   )   , se obtiene       
         ; que es similar a la ecuación de arriba). De este modo, las abscisas de los 
puntos de intersección de esta hipérbola con la parábola               representan las raíces de 
la cúbica.  
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Luego de los múltiples avances que los árabes hicieron por medio del álgebra a las 
matemáticas, se hace necesario hablar sobre que pasó en el renacimiento, pero no en la 
matemática en general, sino en el tema que nos ocupa, las cónicas.  En esta época, uno de los 
hombres que más aportó fue el  clérigo alemán Johannes Werner, que publicó en 1522 el primer     
tratado original sobre los elementos de las cónicas para occidente, debido a la tardanza en la 
traducción de la obra de Apolonio.  Este matemático alemán, sólo se centró en la parábola y la 
hipérbola, por su interés en la duplicación del cubo.  No obstante lo más destacable de su obra 
con respecto a la de Apolonio, fue un método para construir una parábola con regla y compás. 
El método dice: “Tómese dos rectas perpendiculares entre sí,  E y N, que se cortan en un 
punto V.  Refiérase a la siguiente figura. Tómese L en E a una distancia 2a de V (Sánchez O. M., 
2002) 
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Ilustración 3. Construcción de Parábola Mediante Círculos 
 
Tómese D perpendicular a E a una distancia  
 
 
  de N, F un punto de E a una distancia  
 
 
  de V  
como se ve en la figura. 
Considérese M cualquier punto en la semirrecta   ⃗⃗ ⃗⃗   y trácese la circunferencia de centro 
en M y radio LM. Llame O al punto de intersección de la circunferencia con la recta N (así 
mismo, llame O1 el otro punto de intersección de la circunferencia con la recta N). Entonces el 
punto P que es la intersección de la paralela a E por O con la tangente a la circunferencia en Q (Q 
es a su vez la intersección de la circunferencia con E) pertenece a la parábola cuya directriz es D 
y tiene foco en F, así mismo P1, punto de intersección de la paralela a E por O1 con la tangente a 
la circunferencia en Q, pertenece a esa parábola. 
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Procediendo en forma similar: Tomando otra M1 en E, una circunferencia de centro en M1 
que pase por L y llamando R y R2 los puntos de intersección de esa circunferencia con N. luego 
llamando P y P1 los puntos de intersección de las paralelas por R y R2 a E con las tangentes a la 
circunferencia en Q, Q punto de intersección de la circunferencia con E, respectivamente se tiene 
que P y P1  son puntos de esa parábola y así sucesivamente”. 
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Demostración:   Refiérase a la siguiente figura. 
 
 
Ilustración 4. Triángulo rectángulo para prueba de parábola con círculos 
 
En media circunferencia por semejanza de triángulos rectángulos o por el reciproco del teorema 
de Pitágoras, se satisface:           (esto es 
  
  
 
  
  
 llamando        y            
   ) 
O sea que:            
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Veamos que:           donde PD es la distancia desde P hasta la recta D 
Luego    √        √(   
 
 
)
 
       √(   
 
 
)
 
        
 √         
  
 
       √         
  
 
 √(   
 
 
)
 
    
 
 
    
Luego      , así mismo          
 
 
Ilustración 5.Parábola construida con circunferencias 
 
 
Luego de Werner, en lo que se refiere a las cónicas aparece Galileo Galilei, quién se 
interesó por los fenómenos naturales, haciendo grandes aportes a la ciencia, al método científico; 
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fue un filósofo, astrónomo, matemático y físico. Entre las preguntas que se hizo este audaz 
científico están: ¿el tiempo de las oscilaciones de una lámpara colgada del techo va siendo cada 
vez más corto?, ¿Cuáles son las leyes que rigen el movimiento de una piedra que se suelta desde 
una altura?, ¿Qué trayectoria sigue la bala de un cañón? 
A partir de estas preguntas, Galileo,  en su intento por darles respuesta, hace grandes 
aportes a la ciencia y a las matemáticas; para el caso que interesa en este trabajo, descubre que la 
trayectoria de un proyectil en ausencia de rozamiento es una parábola.  
Luego de Galileo, viene otro gran hombre de ciencia JOHANNES KEPLER (1571-1630), 
quién obtuvo la licenciatura a los 20 años de la universidad de Tubinga.  Luego asumió el cargo 
de profesor de matemáticas y astronomía en Graz (Austria).  Fue allí en 1596, donde publicó su 
notable libro “El misterio del universo”.  Por cuestiones religiosas, se le quitó el cargo de 
profesor en Graz y de allí fue a trabajar con Tycho Brahe, astrónomo del emperador ruso Rodolfo 
II, heredando a su muerte el cargo de astrónomo imperial y las abundantes y precisas tablas de 
mediciones astronómicas, que Tycho había elaborado a lo largo de su vida.  Con estos datos, 
Kepler, se ayudó bastante, para dar forma a sus teorías o leyes: “Todos los planetas recorren 
órbitas elípticas teniendo al sol en uno de sus focos y el radio vector que une al sol con un planeta 
recorre áreas iguales en tiempos iguales”, primera y segunda ley. (Historia de Matemáticos 
famosos). 
En relación con las cónicas, además de dar nombre al foco (punto ocupado por el sol) 
desarrolla un principio unificado de todas ellas, a partir de la sección cónica formada por dos 
rectas secantes, en las que los focos coinciden con el punto de intersección, podemos pasar 
gradualmente por una familia infinita de hipérbolas según uno de los focos se va alejando del 
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otro.  Cuando se ha alejado infinitamente, tenemos una parábola y al traspasar el punto del 
infinito y acercarse de nuevo por el otro lado, se va obteniendo una familia de elipses hasta que 
cuando los dos focos coinciden de nuevo, aparece una circunferencia. 
También determinó el área de la Elipse de ejes    y    a partir de la de la circunferencia 
de diámetro 2a, el área de la elipse será      
Con todo lo que se había alcanzado en la matemática, era claro que faltaba un método que 
facilitara un poco los procedimientos; pero este no llegó hasta que dos franceses, de forma 
independiente desarrollaran lo que hoy se conoce como Geometría Analítica, ellos son Pierre de 
Fermat (1601-1665) y René Descartes (1596-1650). 
La geometría de Descartes, fue publicada en 1637 como uno de los apéndices de su obra 
más importante “El Discurso del Método”.  El trabajo de Fermat, se publicó en 1629, donde 
dedicó solo ocho hojas a la línea, el círculo y las secciones cónicas.  La contribución 
independiente de cada uno reposa esencialmente en el reconocimiento de que una ecuación dada 
con dos incógnitas, puede considerarse como la determinación de una curva plana con respecto a 
un sistema de coordenadas. 
Mientras que Descartes, comúnmente empezaba con una curva y derivaba su ecuación 
algebraica, Fermat, comenzaba con una ecuación algebraica y derivaba de ella las propiedades 
geométricas de la curva correspondiente.  Los trabajos de estos dos hombres fueron dando forma 
a los dos aspectos complementarios de la geometría analítica; el estudio de las ecuaciones a 
través del significado de sus curvas y el estudio de curvas a través de ecuaciones. Ni Descartes ni 
Fermat, usaron dos ejes coordenados en la forma sistemática que lo hacemos hoy ( (Casanova, 
2010)), lo más cerca que estuvieron de ello lo describe Fermat al decir: siempre que en una 
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ecuación final aparezcan dos cantidades incógnitas, tenemos un lugar geométrico, al describir el 
extremo de una de ellas una línea recta o una curva (Boyer, 1985). Él toma la línea recta r donde 
ubica las longitudes “x”  y sobre el punto final de estas longitudes ubica los segmentos 
correspondientes a los valores de “y”. Fermat no pasó de este punto pero dejó muy clara su idea 
de que la ecuación es la expresión algebraica de las propiedades que caracterizan el lugar 
geométrico. 
 
 
 
Ilustración 6. Curva de Fermat 
 
Luego de estos trabajos, la geometría analítica se fue difundiendo y perfeccionando hasta 
llegar a los siglos XVII y XVIII, donde surgieron dos obras importantes, EL TRACTATUS DE 
SECTIONIBUS CONICIS, de John Wallis (1617-1703) y los ELEMENTA CURVARUM 
LINEARUM, de Jan de Wit (1629-1672).  Wallis deduce todas las propiedades conocidas de las 
cónicas, a partir de las ecuaciones obtenidas de las relaciones de Apolonio.  La obra de DE WIT, 
es muy similar a la de Wallis, pero este introduce la definición de cónicas, utilizando para todas 
ellas, la razón entre las distancias al foco y a la directriz.  Por consiguiente, una cónica es el lugar 
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geométrico de los puntos del plano, tales que el cociente entre sus distancias a un punto fijo, 
denominado foco, y a una línea recta, denominada directriz es siempre el mismo; cuando este 
cociente es menor de la unidad, la cónica es una Elipse, cuando es igual es una Parábola y cuando 
es mayor es una hipérbola. Veamos una justificación con razonamiento sintético de la 
equivalencia de esta definición para el caso de la Hipérbola  
 
 
 
 
 
 
 
 
   
Ilustración 7. Cortes de plano  en cono 
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Ilustración 8. Corte de doble Cono con  plano inclinado. 
 
Se corta un cono doble con un plano inclinado   . Sea   el ángulo entre    y el eje E (recta 
vertical por el centro del cono). El plano    es tangente  a dos esferas      .  La esfera   en la 
parte superior se corta con el cono en una circunferencia c y será tangente al plano    en el punto 
F, denominado como un foco de la hipérbola. 
La esfera    de abajo se corta con el cono inferior en una circunferencia    y será 
tangente al plano inclinado    en el punto   , denominado el otro foco de la hipérbola. 
G: Generatriz que pasa por P. 
P: Punto de la hipérbola. 
C:    . 
PQ ┴  , Q   
T: c  G 
D: Directriz 
PR ┴ D, (      ) 
PF = PT, tangentes a la esfera   
desde P. 
PQ║E, (E es el eje del cono doble) 
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Sea    el plano horizontal que contiene la circunferencia    y    la recta de intersección 
de este plano con   .    se denomina directriz de la hipérbola. Sea   el plano horizontal que 
contiene la circunferencia   y   la recta de intersección de este plano con   .   también se 
denomina directriz de la hipérbola. 
Sea P cualquier punto de la curva de intersección de    con el doble cono y que se 
denomina hipérbola. Considere G generatriz del cono; recta que forma un ángulo α con el eje 
vertical y que al girar sobre el eje, manteniendo el ángulo α, genera el doble cono que pasa por P 
y sea T el punto de intersección de G con c. Entonces PF = PT porque son segmentos desde P 
hasta F y T, donde tales segmentos son tangentes a la esfera   (Nota: PF denota la distancia entre 
P y F). 
Considérese la perpendicular desde P hasta el plano   y denótese por Q el punto de 
intersección de esa perpendicular con   (ver figura para el caso en que P está en la rama de 
arriba).
 
                                                                       
 
 
 
Ilustración 9. Esquema extraído de la ilustración 8.                                                                               
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Refiriéndose al triángulo PQT se tiene: como PQ   y tanto Q como T están en   
entonces PQ   PT. 
Como PQ ║E (E eje del cono) y PT es parte de la generatriz G del cono entonces 
 (     )   . Así que          .  
Sea R el pie de la perpendicular desde P hasta la directriz D, y considérese el triángulo PQR   
 
Ilustración 10. Ampliación de Ilustración 8 
 
Como R es punto de la directriz D y       , entonces Q y R están en   luego          
PQ   QR. 
Como PR ║   
 
 (    eje focal) y el ángulo  (     )     entonces  (     )     (ya 
que     ║E). Así que          . 
De            y           se obtiene 
  
  
 
    
    
  y puesto que        , 
entonces 
  
  
 
    
    
 . 
Como       son constantes, entonces   
    
    
   es una constante que se denota e. 
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Así se ha obtenido que, para todo P de la hipérbola  
  
  
   donde   es una constante 
positiva y mayor que la unidad ya que como       
 
 
,           y entonces la 
contante   
    
    
, será mayor que la unidad. Ahora como PR es la distancia desde P hasta la 
directriz D, se ha llegado a que: 
                  
                              
  , para todo P punto de la 
hipérbola. 
Razonando de igual forma y considerando el plano   , la directriz    y el foco    se llega 
a  
                       
                       
   
    
    
   para cada P`, punto de la hipérbola. (Puerta, 2013) 
De acá en adelante PD significa la distancia entre el punto P y la recta D. Así mismo para 
   y  . 
 
Propiedades de la hipérbola. 
Si P satisface 
  
  
  , con   una constante,    , entonces   satisface            
|      |      
 
Demostración: 
                 |      |  | (      )|  |    |        
Ahora:                   |      |   |   | 
Pero |      |         
Luego |      |          
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 La Hipérbola es simétrica respecto a la recta perpendicular al eje focal que pasa por el 
punto medio de FF1 . 
Tomemos P en la hipérbola y un punto Q tal que:             con         
perpendiculares al eje focal.(ver figura anterior) 
Entonces        (porque                                            
             á                                    )  
Por tanto 
  
  
 
   
  
 
   
   ̅̅ ̅̅ ̅̅
  ;          , luego Q   a la hipérbola. 
 Mostrar que 
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
 
 
 
;  
 
           
               (      )               (   ) 
Luego             
Así,        
Por tanto  
 
 
  . 
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 Probar que la distancia desde el punto medio de     a la directriz es  
  
 
. 
De arriba se tiene    
   
 
 
Veamos            
   
 
   
   
 
 
   
     
 
 
        
 
 
  
 
 
 
Para toda P: 
  
  
   
 
Ahora  se verá el reciproco  , a saber: 
Dados dos puntos en el plano       , sea   el punto medio entre estos dos. Sea    la distancia 
entre          y “ ” una constante tal que       
 
Ilustración 11. Línea con puntos V, V1, F, F1, O y distancias a, c 
 
 
Considere los puntos P de un plano cualquiera tales que ||    |  |  ||     
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Vamos a ver que existe d recta perpendicular al eje que pasa por        tal que 
  
  
 
 
 
  para todo 
P que satisface la ecuación anterior. 
Tomemos        distanciados a unidades de O y simétricos respecto de O sobre el eje (focal) que 
pasa por       .(ver figura) 
Entonces:            (   )      
             (   )     
Luego        satisfacen la ecuación |      |     . 
Ahora tomemos una recta perpendicular al eje focal a una distancia  
  
 
 de   entre   y  . 
Si P se toma como en la figura siguiente entonces 
  : es la magnitud del segmento perpendicular desde P hasta el eje focal. 
  : es la distancia entre F y el pie de la perpendicular cuya magnitud es  . 
 
 
 
Ilustración 12. Punto P que cumple la propiedad 
 
 
D 
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         ;  
Luego de la gráfica (   )
     (    )  ; y (  )        
De la anterrior          ;  
por lo que (   )
         (    ) , 
luego     √                   √            
y reemplazando en la igualdad de arriba    √            -2a, 
luego       √            
Elevando ambos lados de la ecuación al cuadrado queda: 
                         , de lo que 
queda                  ,  
Luego    
        
 
; entonces 
  
  
 
        
 
    
  
 
 
        
 
        
 
 
 (        )
 (        )
 
 
 
 
 
Pasaremos ahora a definir una herramienta poderosa para representar ecuaciones o lugares 
geométricos en un sistema coordenado; EL PLANO CARTESIANO.  
El plano Cartesiano exhibe un par de ejes que son perpendiculares entre si y se 
interrumpen en un mismo punto de origen (según la filosofía de Descartes este punto de partida 
permitía construir conocimiento). El origen de coordenadas es el punto referente de un sistema, 
allí todas las coordenadas tienen nulidad o valor nulo (0,0). Uno de los ejes será llamado el eje x 
o eje de las abscisas y el otro el eje y o eje de las ordenadas. Cada punto en este plano se 
representará mediante un par de coordenadas entre paréntesis y separadas por una coma; el 
primer valor corresponderá a la abscisa y el segundo a la ordenada.  
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Ilustración 13. Plano Cartesiano 
  
 
 
 
5.2. Contexto pedagógico 
 
Evocando los lineamientos curriculares, donde se presenta el siguiente texto “ Reconocer 
que el conocimiento matemático, así como todas las formas de conocimiento, representa las 
experiencias de personas que interactúan en entornos, culturas y períodos históricos particulares y 
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que, además, es en el sistema escolar donde tiene lugar gran parte de la formación matemática de 
las nuevas generaciones y por ello la escuela debe proveer las condiciones para que ellas lleven a 
cabo la construcción de los conceptos matemáticos” ( (MEN, 1998)  pág. 29. 
“Mediante el aprendizaje de las matemáticas los alumnos no solo desarrollan su capacidad 
de pensamiento y de reflexión lógica sino que, al mismo tiempo, adquieren un conjunto de 
instrumentos poderosísimos para explorar la realidad, representarla, explicarla y predecirla; en 
suma, para actuar en y para ella”.( (MEN, 1998) pag. 35.   
Es por ello que en este trabajo, se hace un recuento histórico de las acciones y 
procedimientos que llevaron al hombre a desarrollar los conceptos de las cónicas.  En este 
desarrollo histórico, se evidencia que en el proceso de adquirir conocimiento y perfeccionarlo se 
da una evolución que tiene que ver con las culturas y contextos, donde se esté llevando a cabo 
construcción del conocimiento.   
En esta reflexión, se evidencia una nueva visión que debe asumir la comunidad de 
educadores de las matemáticas, basados en: 
 “Aceptar que el conocimiento matemático es el resultado de una evolución 
histórica, de un proceso cultural, cuyo estado actual no es, en muchos casos, la 
culminación definitiva del conocimiento”.  
 “Valorar la importancia que tienen los procesos constructivos y de interacción 
social en la enseñanza y en el aprendizaje de las matemáticas”. 
 “Considerar que el conocimiento matemático (sus conceptos y estructuras), 
constituyen una herramienta potente  para el desarrollo de habilidades de 
pensamiento”.   
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 “Reconocer el impacto de las nuevas tecnologías tanto en los énfasis curriculares 
como en sus aplicaciones”.  ( (MEN, 1998) pag. 29. 
De lo anterior, se desprende, que el conocimiento matemático, es un constructo 
enmarcado por muchos matices, entre los cuales se pueden destacar:  El carácter humano “por 
ende no acabado ni constituido por verdades infalibles, en ocasiones falible, pero capaz de 
corregir sus errores, y en este proceso aparecen los objetos matemáticos en su verdadera 
perspectiva” (MEN, 1998); el aspecto tecnológico, que lleva a la mente humana a expandir sus 
límites hasta lugares insospechados en compresión y extensión de un tópico determinado; la 
interdisciplinaridad que permite el desarrollo, avance y perfeccionamiento en otras disciplinas al 
tiempo que en el mismo, “lo que trae consigo importantes implicaciones didácticas: posibilidades 
de conjeturar acerca de desarrollos futuros, reflexión sobre limitaciones y alcances en el pasado” 
( (MEN, 1998); la cultura es otro matiz que se debe tener en cuenta, por la relación entre cultura y 
aprendizaje, porque de acuerdo a la cultura en la cual  te desenvuelvas, tienes unos intereses y la 
forma de aprender,  no se aprende aquello con lo cual no se ha tenido una aproximación, “lo que 
explica que una determinada cultura desarrolle más significativamente unas u otras ramas de la 
matemática” (MEN, 1998); la sociedad limita o potencia las capacidades o destrezas en el 
aprendizaje, esto es, determinados grupos sociales son más aptos para aprender algunos aspectos 
de un fenómeno que otros, todo esto por el acercamiento o familiarización que posibilita 
determinada sociedad.  
El conocimiento de la historia de un fenómeno matemático posibilita su comprensión y la 
posibilidad de adhesión a la estructura mental, lo que conlleva a un conocimiento significativo de 
éste; entendiéndose por conocimiento significativo aquello a lo cual se le encuentra sentido y 
lógica. 
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El Ministerio de Educación Nacional, con el fin de integrar y globalizar el quehacer 
matemático, considera tres grandes aspectos para organizar el currículo, que son:   Los procesos 
generales, los conocimientos básicos y el contexto.  
 Los procesos generales son:    Razonamiento; resolución y planteamiento de 
problemas; la comunicación; la modelación; Formulación, comparación y 
ejercitación de procedimientos.  Estos procesos generales están inmersos en todas 
las temáticas que abordan las matemáticas.  
 El contexto:   Tiene que ver con los ambientes que rodean al estudiante y que le 
dan sentido a las matemáticas que  aprende.  Hacen parte de este contexto; las 
condiciones sociales, la cultura, las creencias, condiciones económicas del grupo 
social en que se encuentra y las interacciones que se dan en su entorno 
 Los pensamientos básicos:   Tienen que ver con procesos específicos que 
desarrollan el pensamiento matemático y con sistemas propios de las 
matemáticas; estos son:   El pensamiento numérico, el espacial, el métrico, el 
aleatorio y el variacional. 
Estos pensamientos se enmarcan dentro de unos sistemas que sirven de apoyo para la 
enseñanza, así por ejemplo el numérico; tiene los sistemas numéricos, el métrico los sistemas de 
medidas, el variacional; los sistemas algebraicos, el espacial tiene los sistemas geométricos.   
Todo conocimiento matemático está mediado por una transversalización de estos 
pensamientos, así para hablar del volumen que puede contener un recipiente, es necesario 
entrelazar o apoyarse de los sistemas numéricos, para expresar la cantidad;  sistemas de medida, 
para expresar la dimensión; y el sistema espacial, para delimitar la forma.  No obstante, la 
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importancia de todos estos aspectos,  el trabajo se centrará en el pensamiento espacial, es decir la 
geometría. 
Dada la importancia que la geometría tiene en nuestra vida o en nuestra cotidianidad, 
como dicen los lineamientos curriculares, “La geometría, por su mismo carácter de herramienta 
para interpretar, entender y apreciar un mundo que es eminentemente geométrico, constituye una 
importante fuente de modelación  y un ámbito por excelencia para desarrollar el pensamiento 
espacial y procesos de nivel superior y, en particular, formas diversas de argumentación” (MEN, 
1998).  “Desde un punto de vista didáctico, científico e histórico, actualmente se considera una 
necesidad ineludible volver a recuperar el sentido espacial intuitivo en toda  la matemática” 
(MEN, 1998). 
Estudiosos de la pedagogía, consideran esencial retomar la enseñanza de la geometría en 
la intensión de proveer personas con un potencial alto en la capacidad de desarrollar ciencia.  Tal 
es el caso de Howard Gardner, quien “en su teoría de múltiples inteligencias; considera como una 
de estas inteligencias la espacial y plantea que el pensamiento espacial, es esencial para el 
pensamiento científico, ya que es usado para representar y manipular información en el 
aprendizaje y en la resolución de problemas.  Se estima que la mayoría de las profesiones 
científicas y técnicas, tales como el dibujo técnico, la arquitectura, las ingenierías, la aviación; y 
muchas disciplinas científicas como química, física, matemáticas, requieren personas que tengan 
un alto desarrollo de inteligencia espacial” (MEN, 1998). 
Según los estándares, “ el pensamiento espacial, entendido como, el conjunto de los 
procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se manipulan las representaciones 
mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus 
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diversas traducciones o representaciones materiales; contempla las actuaciones del sujeto en 
todas sus dimensiones y relaciones espaciales para interactuar de diversas maneras con los 
objetos situados en el espacio; desarrollar varias representaciones y a través de la coordinación 
entre ellas, hacer acercamientos conceptuales que favorezcan la creación y manipulación de 
nuevas representaciones mentales.  Esto requiere del estudio de conceptos y   propiedades de los 
objetos en el espacio físico y de los conceptos y propiedades del espacio geométrico”. 
En cuanto a las propiedades de los objetos, se estudiarán tanto las relaciones entre ellos 
como entre sus características internas, lo que hace referencia a sus medidas.  Para ello, los 
lineamientos y los estándares especifican por grupos de grados las temáticas a ser vistas en un 
orden determinado por su complejidad en relación con el desarrollo mental y de las competencias 
de los estudiantes. 
Así como históricamente, la geometría empezó a plasmarse con trazos de lo que se 
observaba, para luego formar figuras tratando de representar aquello que mostraba la 
cotidianidad; con la geometría euclidiana se comenzó a formalizar y se dieron las bases para 
convertirse en una ciencia; tomando como base la geometría euclidiana se realizaron grandes 
desarrollos en las matemáticas, hasta llegar al algebra y posteriormente geometrizar esta álgebra, 
hasta llegar a la geometría analítica. 
Los estándares proponen que el tema de geometría analítica, llamado cónicas sea 
abordado en los grados décimo-undécimo; considerando que en estos grados, los estudiantes ya 
tienen la madurez para elaborar y construir los conceptos concernientes a este tema.   A pesar de 
que es un tema propuesto desde el ministerio de educación, en muchos colegios no se incluye 
dentro del currículo, o si se incluye no se dicta; la disculpa más frecuente es que no alcanzó el 
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tiempo para abordar este tema.  La verdad, es que los docentes no son capaces de mostrar lo 
interesante o les parece que es un tema complicado para abordar.  Por lo anterior, se hace 
necesaria una intervención pedagógica respecto al tema. 
Los estándares proponen partir de situaciones de aprendizaje significativo y comprensivo 
de las matemáticas.  Partiendo de esto, se trabajará, basado en la teoría de Ausubel; para lo cual 
se diseñará una unidad didáctica, que sirva como elemento de consulta y de guía, para que los 
docentes aborden el tema de las cónicas. 
 
5.2.1. Aprendizaje significativo 
  
Es una teoría desarrollada por David Ausubel, donde se entiende por aprendizaje 
significativo a la incorporación de la nueva información a la estructura cognitiva del individuo.  
Esto creará una asimilación entre el conocimiento que el individuo posee en su estructura 
cognitiva con la nueva información, facilitando el aprendizaje. “Las características del 
aprendizaje significativo, son las siguientes: 
 No arbitrariedad:    Quiere decir que el material potencialmente significativo, se relaciona 
de manera no arbitraria, con el conocimiento ya existente en la estructura cognitiva del 
aprendiz.  O sea, la relación no es con cualquier aspecto de la estructura cognitiva, sino 
con conocimientos específicamente relevantes a los que Ausubel llama subsumidores.  El 
conocimiento previo sirve de matriz ideacional y organizativa para la incorporación, 
comprensión  y fijación de nuevos conocimientos, cuando estos se anclan en 
conocimientos específicamente relevantes (subsumidores) preexistentes en la estructura 
cognitiva.  Nuevas ideas, conceptos, proposiciones, pueden aprenderse significativamente 
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(y retenerse) en la medida en que otras ideas, conceptos proposiciones, específicamente 
relevantes e inclusivos estén adecuadamente claros y disponibles en la estructura 
cognitiva del sujeto y funcionen como punto de anclaje a los primeros. 
 Sustantividad:   Significa que lo que se incorpora a la estructura cognitiva es la sustancia 
del nuevo conocimiento, de las nuevas ideas, no las palabras precisas usadas para 
expresarlas.  El mismo concepto  o la misma proposición pueden expresarse de diferentes 
maneras a través de distintos signos o grupos de signos, equivalentes en términos de 
significados.  Así, un aprendizaje significativo no puede depender del uso exclusivo de 
determinados signos en particular. 
La esencia del proceso de aprendizaje significativo, está, por lo tanto, en la relación no 
arbitraria y sustantiva de ideas simbólicamente expresadas con algún aspecto relevante de la 
estructura de conocimiento del sujeto, esto es, con algún concepto o proposición que ya le es 
significativo y adecuado para interactuar con la nueva información.  De esta interacción emergen, 
para el aprendiz, los significados de los materiales potencialmente significativos (o sea, 
suficientemente no arbitrarios y relacionables de una manera no arbitraria y sustantiva a su 
estructura cognitiva).  En esta interacción es, también, en la que el conocimiento previo se 
modifica por la adquisición de nuevos significados” ( (Moreira M. A.)). 
En la teoría Ausubeliana hay aprendizaje de  conceptos y aprendizaje de símbolos o 
proposiciones que determinan el concepto.  “Según Ausubel, la estructura cognitiva tiende a 
organizarse jerárquicamente en términos de nivel de abstracción, generalidad y exclusividad de 
sus contenidos. Consecuentemente, la emergencia de los significados para los materiales de 
aprendizaje típicamente refleja una relación de subordinación a la estructura cognitiva.  
Conceptos y proposiciones potencialmente significativos quedan subordinados o son subsumidos 
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bajo ideas más abstractas generales e inclusivas (los subsumidores). Este aprendizaje se 
denomina aprendizaje significativo subordinado.  Es el tipo más común.  Si el nuevo material  
solo corrobora o directamente deriva de algún concepto o proposición ya existente, con 
estabilidad e exclusividad, en la estructura cognitiva, el aprendizaje se denomina derivativo.  
Cuando el nuevo material es una extensión, elaboración, modificación, o cuantificación de 
conceptos o proposiciones previamente aprendidos de manera significativa, el aprendizaje 
subordinado se considera correlativo. 
El nuevo material de aprendizaje guarda una relación de súper ordenación con la 
estructura cognitiva cuando el sujeto aprende un nuevo concepto o proposición más abarcadora 
que pueda subordinar, o subsumir, conceptos o proposiciones ya existentes en su estructura de 
conocimiento.  Este tipo de aprendizaje, mucho menos común que el subordinado, se llama 
aprendizaje súper ordenado. Es muy importante en la formación de conceptos y en la unificación 
y reconciliación integradora de proposiciones aparentemente no relacionadas o conflictivas. 
Ausubel cita además el caso del aprendizaje de conceptos o proposiciones que no son 
subordinados ni súper ordenados en relación con algún concepto o proposición, en particular, ya 
existente en la estructura cognitiva.  No son subordinables ni son capaces de subordinar algún 
concepto o proposición ya establecido en la estructura cognitiva de la persona que aprende.  A 
este tipo de aprendizaje se le da el nombre de aprendizaje significativo combinatorio.  Según él, 
generalizaciones inclusivas y ampliamente explicativas tales como las relaciones entre masa y 
energía, calor y volumen, estructura genética y variabilidad, oferta y demanda, requieren este 
aprendizaje”. http://www.if.ufrgs.br/~Moreira/apsigsubesp.pdf (Moreira M. A., www.if.ufrgs.br, 
2000). 
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5.3. Aplicaciones de las cónicas 
 
“La importancia fundamental de las cónicas, reside en el aparato sensitivo del hombre mismo.  Su 
capacidad de percepción depende principalmente del ojo.  El hombre es ante todo una criatura 
que mira, y los rayos luminosos que penetran en el ojo o que de él parten en dirección contraria 
para construir la visión forman un cono” (Saldaña). “Las cónicas son importantes en Astronomía 
(rotación de los cuerpos), aerodinámica, aplicación industrial; ya que permiten ser repetidas por 
medios mecánicos con gran exactitud, logrando superficies, formas y curvas perfectas. 
(danielhandle.blogspot.com). 
 
                               
Ilustración 14. Antena Parabólica 
 
 “Las aplicaciones principales de las parábolas incluyen su uso como reflectores de luz y 
ondas de radio.  Los rayos originados en el foco de la parábola se reflejan hacia afuera de la 
parábola, en líneas paralelas al eje de la parábola.  Esta propiedad se usa en la construcción de 
linternas, faros de automóviles, antenas de transmisión y recepción de ondas de radio y 
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microondas.  La trayectoria de algunos cometas cuando su velocidad es igual a la velocidad 
de escape del sistema solar. 
La elipse, si una elipse se hace girar alrededor de su eje mayor, se produce una superficie 
llamada elipsoide, que al ser cromada produce un espejo, la luz que pase por los focos de esta 
figura será reflejada hacia el otro foco.  Los rayos feflejan el sonido de la misma manera y 
esta propiedad se utiliza para construir galerias de susurros, habitaciones en las que una 
persona parada en un foco puede escuchar un sonido emitido desde el otro foco con bastante 
nitidez.  La orbita de los planetas alrededor del sol; la trayectoria de algunos  cometas cuando 
su velocidad es menor que la velocidad de escape del sistema solar.  En medicina, se utiliza 
un aparato llamado litotriptor para desintegrar cálculos renales por medio de ondas intra-
acuáticas de choque; el funcionamiento de este aparato es de la siguiente manera, se coloca 
un medio elipsoide de agua pegado al cuerpo del paciente en el foco de esta parte del 
elipsoide se pone un generador de ondas; en el otro foco del elipsoide se deben localizar los 
cálculos y asi al reflejarse las ondas en la superficie del elipsoide de fuera del paciente las 
ondas converjan en el foco de los cálculos para destruirlo”. (pendiente url). 
La hipérbola, trayectoria de cometas con velocidad mayor a la velocidad de escape del 
sistema solar.  
 “LORAN (long range navigation), es un sistema de navegación por radio que permite 
determinar la posición  a partir de la diferencia de recepción de las señales de radio 
procedentes de dos emisores sincronizados distantes entre si.  Una estación maestra emite 
cada 0.05 segundos una pequeña señal, que es repetida por la estación esclava 
0.001segundos más tarde.  Ambas señales se reciben en el barco o avión, se amplifican y 
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se registran como pequeñas ondas.  Los circuitos del receptor están dispuestos de forma 
que la distancia entre las señales corresponda a la diferencia de tiempos de llegada de las 
señales de ambas estaciones.  Como las ondas de radio viajan a una velocidad constante, 
la ubicación de todos los puntos en los que las señales de las dos estaciones están 
separadas un determinado intervalo de tiempo se puede representar mediante una 
hipérbola, cuyos focos se encuentran en ambas estaciones emisoras.  Tras determinar la 
diferencia de tiempos, por ejemplo, 3 microsegundos, el navegante sabe que la posición 
de su nave se halla en algún punto de la curva de 3 microsegundos del mapa.  Repitiendo 
este proceso, el navegante es capaz de detectar otra curva que detecte la posición de la 
nave; la posción del aparato estará en la intersección de las dos curvas” (Alegría) 
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Ilustración 15. Imagen Loran 
 
Las hipérbolas aparecen en algunas aplicaciones aeronaúticas.  Supongamos que un avión 
vuela a una altura h sobre la superficie terrestre a la velocidad supersónica    .  Se plantea el 
problema de determinar la región de la superficie terrestre en cuyos puntos   en un momento 
determinado se oye o se ha oído el sonido del motor del avión. 
 
                         
Ilustración 16. Curva de Sonido 
 
 
 “La hipérbola tiene propiedades de reflexión análogas a las de la elipse.  Si se dirige 
un haz de luz  en dirección de un foco, por ejemplo f1, se reflejará antes de llegar a él 
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en la hipérbola en dirección del foco f2.  Este principio se usa en los telescopios del 
tipo Cassegrain”. 
 
 
Ilustración 17. Telescopios del tipo Cassegrain 
 
PROPIEDAD ÓPTICA: Consideremos un espejo que tenga forma de hipérbola. Si un rayo de luz 
que parte de uno de sus focos choca contra el espejo, se reflejará alejandose directamente del otro 
foco.  
 
 RELOJ DE SOL: Cada día el sol, desde que sale por el este y se pone por el oeste, 
describe sobre el cielo un arco de circunferencia.  Este movimiento es aparente, porque, 
en realidad, es consecuencia del movimiento diario de rotación de la tierra.  Si se va 
marcando cada media hora sobre una superficie plana el extremo de la sombra de un 
objeto, la curva que describen estos puntos es una cónica.  En las latitudes de la Península 
Ibérica (de 38
o
 a 42
o
), esa cónica es una hipérbola, tanto más curvada cuanto más próximo 
esté el día 21 de junio (solsticio de verano) o el 21 de diciembre (solsticio de invierno). 
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 Si marchamos al espacio para observar un asteroide que vaga libremente, su trayectoria 
será rectilínea (Ley de Newton) hasta que sea perturbada por la proximidad de un planeta, 
por ejemplo, cuya atracción comienza a turbarlo. 
 
 
                        
Ilustración 18. Trayectoria asteroide 
 
En raros casos el asteroide, será capturado por el planeta y caerá hacia él o pasará a 
moverse siguiendo una órbita elíptica a su alrededor.  Pero lo más probable es que describa una 
trayectoria como la indicada en la gráfica anterior (una rama de hipérbola). (Kathy Barreno, 
2011). 
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5.4. Contexto Disciplinar  
 
Un lugar geométrico es un conjunto de puntos del plano que cumplen determinada propiedad. 
Algunos lugares geométricos son:  
 MEDIATRIZ: conjunto de puntos del plano que están a la misma distancia de dos 
puntos fijos. 
 BISECTRIZ: conjunto de puntos del plano que están a una misma distancia de dos 
rectas secantes. 
 CIRCUNFERENCIA: conjunto de puntos del plano que están a una misma distancia 
de un punto fijo. 
 PARÁBOLA: conjunto de puntos del plano que equidistan de una recta y un punto 
fijo. 
 ELIPSE: conjunto de puntos del plano cuya suma de distancias hacia dos puntos fijos 
es una constante. 
 HIPÉRBOLA: conjunto de puntos del plano cuya diferencia en valor absoluto de sus 
distancias a dos puntos fijos es siempre constante. 
 
5.4.1. Construcción de las cónicas según la excentricidad 
 
La excentricidad puede definirse como la razón entre la distancia al punto fijo  y la distancia a la 
recta fija desde cualquier punto de la curva. Para la Parábola el valor de la excentricidad es uno. 
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5.4.1.1. Construcción de la parábola 
 
 Para su gráfica procedemos así: (dado que para la parábola e = 1) se traza una línea recta UR (d), 
luego un punto (F) fuera de la línea; por este punto se traza una perpendicular OF  a la primera 
línea. Luego se traza una paralela  a la primera línea que pase por el punto (F), se mide la 
distancia de la primera recta al punto F y sobre la paralela que pasa por F, medimos esta distancia 
desde F hacia ambos lados (arriba y abajo) y ubicamos los puntos E y E
`
 que resultan ser puntos 
de la curva, porque EF = Ed y E
`
F = E
`
d o sea que  
  
  
   
   
   
   . Otro punto de la curva será 
el punto medio (V) entre la intersección O y F. Cualquier cantidad de puntos de la curva se 
pueden obtener trazando paralelas a UR a la derecha de V y siguiendo el procedimiento de medir 
la distancia desde cada una de las paralelas  a la recta inicial UR (d) y esta misma distancia se 
aplica desde F hasta la nueva recta (paralela). De la misma construcción se deduce que los puntos 
E, M, N, P,.., están a la misma distancia del punto F que de la recta UR (d), lo que conlleva a la 
definición de parábola. Las distancias de las rectas paralelas con la recta UR (d) se pueden medir 
con un compás y luego sin cerrar o abrir el compás, se ubica la punta de metal en el punto F para 
luego trazar arcos que cortan las paralelas en puntos tales como E y E
`
.  
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Ilustración 19. La Parábola según la excentricidad 
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5.4.1.2. Construcción de la elipse 
 
Ubique el punto fijo F y la recta d que no contiene a F. Escoja    una razón menor que 1. Dibuje a 
través de F la línea OF perpendicular a d y la línea paralela a d. Mida la distancia desde el punto 
F a la recta d que es lo mismo que al punto O tome 
 
  
  
 
 
 
,         y con ello ubique los puntos   y    simétrico de   con respecto a    en la 
paralela a d que pasa por   (de la figura                    ). 
Trace las líneas        . Luego trace líneas paralelas a EE` y que se corten con las líneas OE y 
OE` (los segmentos              . Serán las hipotenusas de triángulos formados con estas 
paralelas y segmentos de la recta   )  Con segmentos de estas líneas tales como MP por radios y 
el punto fijo F como centro, describa un arco (con el compás) que corte a MP en U; este es un 
punto de la curva. Uniendo F con U, y dibujando UI1 perpendicular a d, se tiene (
  
  
 
  
  
). Esta 
proporción se da por  construcción dado que los triángulos OFE, ODG, OHS, OJN, OMP, OKQ, 
OLR son semejantes, luego 
  
   
 
 
 
 ya que  
  
  
 
  
  
 
  
  
   
De la misma forma cualquier número de puntos que se  requiera en la curva se puede hallar, así 
  
  
 
 
  
     
  
  
 
 
 
, luego A y L son puntos de la curva (para hallar estos últimos puntos remítase 
a la actividad 6 de la unidad didáctica caso 2). Si se traza una línea uniendo estos puntos 
obtenemos la elipse requerida. La línea d es llamada la DIRECTRIZ; los puntos fijos F y C1 son 
llamados focos; las rectas OR y su simétrica las TANGENTES FOCALES; los puntos A y L 
VERTICES; y el punto medio entre A y L  EL CENTRO DE LA ELIPSE. 
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Ilustración 20. Elipse según la excentricidad 
 
  
G` 
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5.4.1.3  Construcción de la hipérbola 
 
Para esta cónica la razón   es mayor que 1, para construir su gráfica se procede así: sea    el 
punto fijo y d la recta fija. Se traza por F1 una recta CF1 perpendicular a d y otra  paralela a d. Se 
mide la distancia F1C luego toma, 
   
   
 
 
 
 (        ) con lo que se ubican los puntos B y B1 
(simétrico de B con respecto a CF1) en la paralela a d que pasa por F1. Se trazan las rectas CB y 
CB1. Luego se trazan paralelas a F1B a la derecha de ésta, que corten a CB y CB1 formando 
segmentos tales como JT (como se observa en la figura 21, los segmentos               en la 
recta    , con los segmentos          y los segmentos         forman triángulos rectángulos 
semejantes); con estos segmentos por radio y F1 como centro se describe un arco (con compás) 
que corta a JT en el punto K, este es un punto de la curva. Uniendo F1K y trazando KN 
perpendicular a d, tenemos: 
  
  
 
   
   
   Como se había mencionado, los triángulos CBF1 y CTJ son semejantes (ángulo-ángulo-
ángulo). Y por construcción JT = F1K y JC = KN. 
   
  
 
 
 
.  
De la misma forma podemos encontrar cualquier punto de la curva. Como   › 1, la distancia 
desde F1 a cualquier punto de la curva es  mayor que la distancia desde el mismo punto a la línea 
d; así que existen puntos en la curva que están situados en el lado opuesto de la línea d, los cuales 
son hallados de la misma forma  a los de la derecha de la línea d. Así que con las paralelas a d a 
su izquierda como LO y tomando  por radio la distancia entre el punto de corte de la recta CB1 
con la recta LO que es el punto G a la recta d y F1 por centro se describe un arco que corta LG en 
P; este es un punto de la curva. Uniendo F1 y P  y trazando PQ perpendicular a d, tenemos: 
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   Por construcción tenemos que los triángulos CGL y CBF1 son semejantes y          
          y        . 
Luego  
   
  
 
 
 
, y de la misma forma cualquier punto requerido se puede hallar. Si vamos a hallar 
A1 y A2  entonces 
    
   
 
 
 
  y 
    
   
 
 
 
 , luego A1 y A2  son puntos de la curva (para hallar estos 
últimos puntos remítase a la actividad 6 de la unidad didáctica caso 3). Conectando todos estos 
puntos por una línea (verde en la gráfica 21) obtenemos la hipérbola. 
                                                                               
 
 
Ilustración 21.       Hipérbola según la excentricidad 
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La línea fija d se llama DIRECTRIZ; los puntos F1 y F2 son llamados FOCOS;    y     rectas 
TANGENTES FOCALES; y A1 y A2 VERTICES, y el punto medio entre estos dos últimos 
CENTRO.  
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5.4.1.4. Elementos de la hipérbola 
 
 
 
 
 
Ilustración 22. Elementos de la Hipérbola 
 
La recta FF1 que pasa por los focos F y F1 se llama EJE FOCAL (la distancia FF1 es 2c, c = 
constante). El eje focal corta a la hipérbola en dos puntos A y A1 llamados VERTICES. La 
porción del eje focal comprendida entre los vértices, el segmento AA1, se llama EJE 
TRANSVERSO (y su medida es 2a, a = constante). El punto medio C del eje transverso se llama 
CENTRO. La recta L1 que pasa por C y es perpendicular a L asume varios nombres uno de ellos 
es EJE NORMAL. El eje normal no corta la hipérbola, el segmento BB1  que hace parte de esta 
línea recibe el nombre de EJE CONJUGADO (la distancia BB1 es 2b, donde         ). El 
segmento que une dos puntos diferentes cualesquiera de la hipérbola se llama CUERDA; estos 
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puntos pueden ser ambos de la misma rama como en el caso de RR1, o uno de una rama y el otro 
de la otra como para el caso del eje transverso AA1. En particular si una cuerda pasa por el foco 
tal como EE1 se llama CUERDA FOCAL. Una cuerda focal que es perpendicular al eje focal se 
llama LADO RECTO; evidentemente por tener dos focos la hipérbola tiene dos lados rectos. Una 
cuerda que pasa por C, tal como DD1, se llama DIÁMETRO. Si P es un punto cualquiera de la 
hipérbola, los segmentos FP y F1P que unen los focos con P se llaman RADIOS VECTORES de 
P. (referido a la ilustración anterior). Las rectas L y L1 son llamadas ASÍNTOTAS  de la 
hipérbola (color rojo en la gráfica). Estas rectas corresponden a las ecuaciones (   )  
 
 
 
(   ), donde (   ) son las coordenadas del centro C de la hipérbola; para el caso de la 
figura anterior. Más adelante (pag. 79) en este trabajo se hace referencia a estas ecuaciones. 
Para hallar la distancia del centro de la hipérbola al foco y a la directriz obsérvese la siguiente 
figura.  
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Ilustración 23. Hipérbola 1 
 
Sea la medida del segmento A2A1 igual a    y la razón constante  .  
 De la definición tenemos: 
La razón entre la distancia de un punto de la hipérbola al punto fijo, foco y la distancia de ese 
mismo punto a la recta fija, llamada directriz es constante igual a    . 
(
    
   
 
    
   
 
 
 
)      (1) 
  
    
   
 
         
       
 , propiedad de las proporciones. 
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; 
            (2) 
 
También de (1) tenemos: 
 
    
   
 
         
       
 
    
         
   Propiedad de las proporciones. 
     
 
 
 
  
   
   
     
 
 
  (3) 
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5.4.1.5. La ecuación de la hipérbola 
 
Sea F1 el FOCO, D1D2  la DIRECTRIZ, A1  y A2  los VÉRTICES y  C el CENTRO. 
Tomemos A1 A2 como el eje x, y la perpendicular a través de C como el eje y. 
Sea (     ) cualquier punto P del lugar geométrico, una F1P; trace PM y PD perpendiculares 
respectivamente a F1O y  YY1. (Todo esto referido a la gráfica 23). 
Represente A1A2  por    y la razón dada por e, luego por definición tenemos: 
        
(   )
    (  )  
 (   )
  (  )  (   )
    (  )    
                    . De la ecuación (2) 
             
 
 
 . De la ecuación (3) 
  (    )       (  
 
 
)
 
    (4)                                              
     (    )(     )  que es la ecuación requerida. 
Cuando x = 0, esta ecuación se convierte 
   (    )        Haciendo  (    )      
  (    )  
  
  
, si se remplaza en (4) queda; 
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(     )    ó                  , la cual puede ser escrita en forma 
simétrica                 
 
  
  
 
  
  
  . 
En general, tomando la figura 23, los ejes coordenados como las rectas    ̅̅ ̅̅  y    ̅̅ ̅̅̅, la distancia 
entre los vértices 2a, la distancia entre los focos 2c y 2b (   (    )    ) el eje conjugado 
ubicado en la recta YY1  y el punto C el origen del sistema coordenado; se obtienen las siguientes 
ecuaciones: 
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 (H., 1984)                                   (Lehmann, 1968) 
 
  
Si el centro de la hipérbola es en el Origen Si el centro de la hipérbola es en (h, k) 
  
  
 
  
  
  , el eje focal coincide con el eje x.  
(   ) 
  
 
(   ) 
  
     eje focal paralelo al eje x. 
 
  
  
 
  
  
  , el eje focal coincide con el eje y. 
 
(   ) 
  
 
(   ) 
  
    eje focal paralelo al eje y 
Asíntotas: las rectas    
 
 
  
                                     
 
 
  
 
Asíntotas: las rectas    
 
 
(   )    
                                     
 
 
(   )    
    Ecuación de segundo grado: 
                 ,  
Si   y   son de signos contrarios es una 
hipérbola de ejes paralelos a los coordenados ó 
un par de rectas que se cortan. 
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5.5. Simetrías 
 
Resolviendo                 para y, se obtiene: 
   
 
 
√     ,    la cual muestra que para todo valor de                  , hay dos valores 
reales de  , de igual valor absoluto y con signos contrarios; por tanto para todo punto P en un 
lado del eje  , hay un punto P` en el otro lado del eje, a la misma distancia de éste y en la misma 
recta perpendicular al eje; por lo cual, la curva es simétrica con respecto al eje  . Cuando 
             –        ; y para cada valor de   entre –   y  , los valores de   son 
imaginarios; así la curva es limitada con respecto al centro, por dos líneas perpendiculares al eje 
  y tangentes en A1 y A2. 
Similarmente resolviendo para  , se tiene 
   
 
 
√      , la cual muestra que para todo valor de   de         , hay dos valores de 
  de igual valor absoluto y con signo contrario, por lo tanto la curva es simétrica respecto al eje 
 , e ilimitada en la dirección de este eje. 
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Ilustración 24. Hipérbola Simétrica 
 
 
Debido a que la curva es simétrica con respecto a la línea YY1, se sigue que si tomamos 
CF2 = CF1 existe un O1 en la línea XX1 tal que          , y trazando KK1 
perpendicular a O2O1, el punto F2 y la línea KK1 formarán el segundo foco y la segunda 
directriz respectivamente. (Ilustración 24) 
A1A2  es llamado el EJE TRANSVERSO de la Hipérbola; el segmento B1B2  ubicado en 
la recta Y1Y2 es llamado el EJE CONJUGADO (perpendicular al eje transverso y de 
longitud     donde          siendo    la distancia entre los focos      y    la 
distancia entre los focos     ). La razón   es llamada EXCENTRIDAD de la hipérbola. 
El punto C es el centro de la hipérbola. 
La diferencia de distancias de cualquier punto de la hipérbola a los focos es    , teniendo 
en cuenta la siguiente gráfica se tiene: 
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Ilustración 25. Hipérbola distancia de cualquier P a los focos 
 
C centro de la hipérbola y origen del sistema coordenado XY. Recuerde que   es la distancia del 
centro al vertice,   la distancia del centro al foco y b viene dada por        
    (    )        . 
(  )  (    )     (    )  
  
  
                  ; 
 (Dado que (  )  (  )  (  )              donde     ,       ,        
como se había visto).  
X 
Y 
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Entonces (  )  (    )  
Luego        , solo se toma el valor positivo de la raíz por ser una distancia. 
De la misma forma: 
           (   )
  (    )                 ;  
Así            . 
Por tanto,                
5.5.1 Este resultado suministra otro método para construir una hipérbola, dados los 
vértices y un extremo del eje conjugado 
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Ilustración 26. Hipérbola construida por definición F1P-FP = 2a 
 
Con C como centro (ilustración 26), A y A1 como vertices y B un punto en la perpendicular a la 
recta AA1 que pasa por C; se toma BA como radio, se traza un arco que corta AA1 en los puntos 
F y F1, los cuales son los focos. Ahora con F1 como centro y un radio mayor que F1A, se traza un 
arco; luego con F como centro y un radio igual al usado antes, disminuido en la medida del 
segmento AA1, se traza otro arco que corta al primero en el punto P; este será un punto de la 
curva, porque: 
                            Ó            . 
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De la misma forma se pueden hallar cualquier cantidad de puntos; uniendo estos puntos se 
construirá una rama de la hipérbola. Usando F como el primer centro y F1 como el segundo, con 
el mismo procedimiento anterior, se puede  hallar cualquier cantidad de puntos de la otra rama  . 
5.6. Hipérbola conjugada 
 
Es aquella en la cual el eje transverso corresponde al eje conjugado de otra hipérbola dada, y su 
eje conjugado corresponde al eje transverso de la hipérbola dada. 
 
 
Ilustración 27. Hipérbola conjugada 
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La hipérbola cuyo eje transverso es BB1 es la conjugada de la hipérbola cuyo eje transverso es 
AA1 y viceversa la última es la conjugada de la primera. Ellas son a menudo llamadas la 
hipérbola X y la hipérbola Y, dependiendo del eje donde cae el eje transverso de cada una. 
Sus ecuaciones serían: 
Para la hipérbola dada    
  
  
(     ), ó  
  
  
 
  
  
   
luego la ecuación de la conjugada será    
  
  
(     ) ó   
  
  
 
  
  
    
Ejemplo: para  9x
2
 – 7y2 = 28 la conjugada será 7y2 – 9x2 = 28. 
Las ecuaciones de las asíntotas CE y CG son respectivamente 
  
 
 
     y      
 
 
   
Si hacemos       en las ecuaciones conjugadas tenemos 
             y          , que son llamadas HIPÉRBOLAS EQUILATERAS 
(Edwuard A. Bowser, 1893) 
 
ENSEÑANZA - APRENDIZAJE DE LAS CÓNICAS 87 
 
Ilustración 28. Hipérbolas equiláteras 
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6. Unidad Didáctica: Conociendo la Hipérbola  
 
6.1. Presentación 
 
Esta unidad didáctica se diseñó a partir las recomendaciones del doctor Marco Antonio 
Moreira sobre unidades potencialmente significativas. Como este mismo autor dice es la 
“construcción de una secuencia didáctica fundamentada en teorías de aprendizaje significativo.” 
Se tendrán en cuenta algunos principios básicos en la elaboración de esta propuesta, que 
enumera el señor Moreira, emanados de las teorías del aprendizaje significativo, enmarcadas 
desde un ambiente cognitivista, a saber: 
 El conocimiento previo es la variable que más influye en el conocimiento significativo 
(Ausubel). 
 Es el alumno quien decide si quiere aprender significativamente determinado 
conocimiento (Ausubel). 
 Organizadores previos muestran la relación entre nuevos conocimientos y conocimientos 
previos. 
 Las situaciones problema son las que dan sentido a nuevos conocimientos (Vergnaud). 
 Situaciones problema pueden ser usadas como organizadores previos y deben ser 
propuestas a niveles crecientes de complejidad (Vergnaud). 
 En la organización de la enseñanza hay que tener en cuenta la diferenciación progresiva, 
la reconciliación integradora y la consolidación (Ausubel). 
 El papel del profesor es el de organizador de la enseñanza y mediador de la capacitación 
de significados de parte de los alumnos (Vergnaud; Gowin). 
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 El aprendizaje significativo crítico es estimulado por la búsqueda de respuestas en lugar 
de memorización de respuestas conocidas, por el abandono de la narrativa a favor de una 
enseñanza centrada en el alumno. 
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6.1.1. Aprendizaje significativo. Definición de Términos. 
 
Conocimiento Previo: Conceptos, representaciones, concepciones alternativas, invariantes 
operatorios, cogniciones ya existentes en la estructura cognitiva del aprendiz. 
Invariantes Operatorios: son conocimientos de los esquemas, contenidos de estos. Hay de dos 
tipos: teoremas en acción (proposiciones tenidas como verdaderas de lo real), conceptos en 
acción (es un predicado, un pensamiento tenido como pertinente). 
Diferenciación Progresiva: como principio programático significa que ideas, conceptos, 
proposiciones más generales e inclusivas del contenido deben ser tenidas al principio de la 
enseñanza y deben ser diferenciadas a lo largo del proceso de enseñanza, son detalles y 
especificidades. 
Organizador Previo: material didáctico introductorio que sirve de puente entre lo que el 
aprendiz ya sabe y lo que debería aprender con el fin de que el nuevo conocimiento pudiera ser 
aprendido significativamente. 
 Reconciliación Integradora: principio programático de la enseñanza  según el cual la 
enseñanza debe explotar relaciones entre ideas, conceptos, proposiciones y apuntar semejanzas y 
diferencias importantes reconciliando discrepancias reales o aparentes. En términos cognitivos, 
en el curso de nuevos aprendizajes, conocimientos ya establecidos en la estructura cognitiva 
pueden ser reconocidos como relacionados, reorganizarse y adquirir nuevos significados. 
Negociación de Significados: no es exactamente una negociación es un intercambio. El profesor 
presenta a los alumnos los significados del área y este debe exteriorizar como está captando estos 
significados. Si esa captación no corresponde a lo aceptado para el área, el profesor debe 
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presentarlos de nuevo de otra forma para que el alumno lo exteriorice otra vez. Esto puede ocurrir 
varias veces hasta que el alumno comparta los significados aceptados de la materia.  
Consolidación: principio Ausubeliano programático según el cual es necesario insistir en el 
dominio o maestría de lo que se estudia antes de introducir nuevos materiales. 
Antes de diseñar esta unidad, se realizó con los estudiantes de décimo y once de la institución 
educativa San Pablo, de la ciudad de Medellín, una prueba diagnóstica; donde se indagó por 
conceptos como paralelismo, perpendicularidad, distancia entre dos puntos, semejanza, 
resolución de ecuaciones lineales y cuadráticas,  ecuaciones y elementos fundamentales de las 
cónicas. 
Al evaluar esta prueba, se encontraron deficiencias en estos temas, por lo que la unidad didáctica 
empezará con algunos organizadores previos, que suplan las deficiencias en estos temas. 
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6.2. Objetivos  
 
 
6.2.1. Objetivo general  
Llevar al estudiante mediante unos pasos secuenciales y organizados a identificar y comprender 
las características de la Hipérbola. 
 
6.2.2. Objetivos específicos 
 
 Determinar qué conceptos referentes a la hipérbola  o  a su definición tienen los 
estudiantes (conceptos previos); distancia entre dos puntos, distancia entre un punto y una 
recta, división de un segmento en una razón dada, trazado de gráficas en el plano. 
 Realizar la gráfica de cónicas partiendo de su definición. 
 Determinar las características de la Hipérbola de acuerdo a la ecuación cuadrática. 
 Dibujar la gráfica de la hipérbola, partiendo de su excentricidad o de la definición de 
diferencia constante entre las distancias de un punto a los focos. 
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6.3.  Contenidos 
 
 Manejo de la regla y el compás. 
 División de un segmento en una razón dada. 
 Gráficas en el plano. 
 
6.3.1.  Manejo básico de regla y compás 
 
 Escuadra de 45 grados. 
 Escuadra de 30 y 60 grados. 
 Compás. 
 Líneas paralelas y perpendiculares. 
 División de un segmento en partes iguales. 
 Medidas con regla.  
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6.3.1.1 Actividades para el manejo básico de regla y compás. 
 
6.3.1.1.1 Motivación 
-  www.youtube.com/watch?v=chVuWYZrbTk 
- www.youtube.com/watch?v=erMOtd_wDgk 
- www.youtube.com/watch?v=2TWeCNOfKPE 
 
 Con estos videos sobre maquinado y medición  de piezas, se pretende mostrar a los estudiantes 
algunos de las aplicaciones de paralelismo y perpendicularidad, en la industria mecánica.  
 
 
6.3.1.1.2. Actividad 1: Trazado de rectas paralelas con escuadras 
Tome la escuadra y trace una línea recta, luego tome la escuadra de 45 grados y apoye su lado 
más largo sobre la recta, a continuación apoye la escuadra de 30 y 60 grados en el lado más largo 
(hipotenusa) sobre el cateto del lado izquierdo de la escuadra de 45. Sujetando bien las dos 
escuadras deslice la escuadra de 45 sobre la escuadra de 30 y 60, deténgase y trace una línea 
utilizando como guía de trazo la de 45. Repita el procedimiento varias veces. ¿Qué obtuvo?. 
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Ilustración 29. Ubicación de escuadras para trazo de paralelas 
 
Definición de rectas paralelas: dos rectas son paralelas si siempre están a la misma distancia. 
Nunca se encuentran. Sus pendientes son iguales. 
 
              
Ilustración 30. Líneas paralelas 
 
A continuación el profesor traza algunas líneas y sugiere a los estudiantes que tracen tres líneas 
paralelas a cada una de ellas. 
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6.3.1.1.3. Actividad 2: Trazado de paralelas con regla y compás. 
Tomemos una recta y un punto P exterior a ella en el mismo plano.  Ahora con el compás con una 
abertura determinada ubicando la punta de acero en el punto exterior a la recta, se traza un arco 
que corta a la recta en el punto 1. Luego ubicando el compás en el punto 1 se traza otro arco, que 
corta a la recta en el punto 2. Con la ayuda del compás se toma la distancia entre los puntos 2 y P, 
y con esta misma distancia, se traza a partir de 1, un arco que corte al primer arco y produzca el 
punto 3, al trazar la recta que une P y 3 obtenemos la recta paralela a la primera que pasa por el 
punto P. 
 
 
Ilustración 31. Construcción paralelas 
http://ibiguri.wordpress.com/2011/12/30/paralela-compas/ 
 
6.3.1.1.4. Actividad 3: Trazado de perpendiculares con regla y compás 
Tome la escuadra y trace una línea recta. Luego  ubique un punto en el mismo plano (hoja), que 
no esté (ó pertenezca) en la recta. Marque un segmento   ̅̅ ̅̅  de una longitud moderada (podría ser 
de cinco centímetros) en la recta. Luego tome el compás, apóyelo sobre la punta de acero en uno 
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de  los extremos del segmento y con una abertura mayor al segmento, trace un arco a un lado de 
la recta y otro al otro lado.  Luego ubique la punta de acero en el otro extremo del segmento y 
trace arcos a lado y lado de la recta, hasta que corten los arcos trazados anteriormente.  Las 
intersecciones de los arcos se dan en dos puntos P y  E, ahora una estos dos puntos por una recta. 
Qué obtuvo?. 
 
Ilustración 32. Construcción de perpendiculares 
 
Definición de rectas perpendiculares: dos rectas son perpendiculares si forman un ángulo de 90 
grados. Si las rectas son oblicuas respecto de los ejes coordenados, sus pendientes se relacionan 
de acuerdo a la ecuación:          Ó    
 
  
 
A continuación el profesor sugiere a los estudiantes que tracen cinco perpendiculares a una línea 
dada. 
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6.3.1.1.5. Actividad 4: Trazado de perpendiculares con escuadra  
Trazado de perpendiculares con escuadra: se toma la escuadra de 45
0
 y apoye el lado más largo 
sobre la recta y al lado izquierdo de la escuadra apoye una regla, luego apoye la escuadra en la 
regla sobre el otro cateto trace, deslícela y vuelva a trazar. 
 
                                              
Ilustración 33.Posición escuadra y regla para trazo de perpendiculares 
                  
A continuación se sugiere un trabajo por parejas; donde cada estudiante, realiza trazos 
perpendiculares con escuadra y es evaluado por su compañero. Luego, comparten su experiencia 
con otra pareja. 
 
6.3.1.1.6. Actividad 5: División de un segmento en partes iguales 
 
Dividir un segmento en partes iguales:  Para ello nos ayudaremos de un video que se encuentra en 
esta dirección http://www.youtube.com/watch?v=G6sNHZNMM5o. Se sugiere a los estudiantes 
dividir  tres segmentos en 2, 3, 5,6 partes iguales en forma individual. 
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Por último se hace un consenso con todo el grupo sobre estos conceptos para reconciliar los 
saberes.  
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6.3.2. Actividad 6.  Localización de puntos en una recta respecto de un segmento a       
una razón dada. 
Actividad inicial 
Situación problema: la situación problema en este caso será una serie de preguntas para que los 
estudiantes respondan de acuerdo a lo que saben o se acuerdan. 
 ¿Qué es una razón? 
 ¿Qué es una proporción? 
 ¿En qué tipo de problemas aplicarías estos conceptos? 
Los estudiantes discuten en grupos pequeños de tres estudiantes y luego se socializa rápidamente 
con el grupo. De acuerdo a la prueba diagnóstica, las ideas que se van a aportar serán precarias, 
pero servirán para crear la curiosidad o necesidad de averiguar. Realizar una consulta que dé 
respuesta a estas preguntas. 
Luego de la consulta se presenta una aplicación del tema en la siguiente forma.  
Dado el segmento AB hallar P entre A y B, y por fuera del segmento AB tal que  
  
  
  , con    . 
 
Caso 1:     
Sea el segmento 
 
Ilustración 34. Segmento AB 
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Ubique un punto P entre A y B   
 
 
Ilustración 35. Punto entre A y B 
 
Dado que 
  
  
     entonces         , luego P es el punto medio entre A y B. Sólo puede 
existir este único punto, puesto que si estuviera a la izquierda de A la distancia PA siempre sería 
menor que la distancia PB.  Si P estuviera a la derecha de B, la distancia AP siempre sería mayor 
que la distancia BP. 
Caso 2:     
Sea el segmento 
 
Ilustración 36. Segmento AB inicial 
 
Si la razón  
  
  
  , entonces P estará más cercana de A que de B, ya no podrá estar en el centro. 
Y además existen dos posiciones para P; una a la derecha y otra a la izquierda de A. veamos  
 
ENSEÑANZA - APRENDIZAJE DE LAS CÓNICAS 102 
 
Ilustración 37.Punto P más cercano al punto A 
 
 
M sería el punto medio entre A y B, P estaría entre A y  M, P` estaría a la izquierda de A.  
Se ilustrará con un ejemplo.  Sea el segmento AB y P un punto en la recta que contiene los 
puntos A y B, en una posición tal que   
  
  
 
 
 
   entonces, tomando A como el origen de la recta; 
es decir, en la recta numérica al punto A le correspondería el número cero, a su derecha las 
posiciones correspondientes a números positivos y a su izquierda negativos,  
   
   
 
 
 
 , 
 Luego  
   
   
 
 
 
,  de donde                                             
 
 
  
 , 
Por tanto P estará ubicado a  
 
  
  de la distancia AB desde A. 
Para ubicar P divido el segmento AB en 10 partes iguales y en la tercera a partir de A ubico P. 
para dividir el segmento aplique lo visto en el video. 
Trace una semirrecta desde A con un ángulo cualquiera, con el compás divida la semirrecta en 
diez partes iguales como muestra la figura. 
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Ilustración 38. Línea a un ángulo cualquiera de AB 
 
 
Luego una la última división con el punto B y trace paralelas a este último segmento desde la 
semirrecta hasta el segmento AB. Marque las intersecciones de las paralelas con el segmento AB 
y así obtendrá las divisiones. 
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Ilustración 39. Segmento dividido en partes iguales 
 
Por último ubicamos el punto P 
 
 
Ilustración 40. Ubicación punto P 
 
Para ubicar   , el otro punto que cumple la condición a la izquierda de A, procedemos así:  
 -  
 -  
 
 
  
 -       -        -         -      , 
Luego     
 
 
 , entonces P está ubicado  
 
 
  de la distancia AB a la izquierda de A. 
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Ilustración 41. Ubicación punto P2 
 
En general si  
     
 
 
 , 
P- 
   
 
 
 
   
 
   
   
Es decir el segmento AB se divide en       partes y se ubica P en la división . 
El otro punto,  P2 , a la izquierda de A, se ubica en:  
 
  P 
 -P 
 
 
 
. Luego                                                                                           
- P     - P     P   P       P   
 
   
  
 Se divide la distancia AB en      partes iguales y se toman m de esas partes hacia la izquierda 
de A. 
 
Caso 3:       
En este caso el punto P estará más cerca de B que de A y habrá otro P a la derecha de B que 
cumplirá la condición. 
 
Ilustración 42. Punto P cercano a B 
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Veamos  
  
  
 
 
 
   luego  
P
  P
 
 
 
,    P     - P   P  P       P  
 
 
 , es decir P se 
ubica a  
 
 
  de la distancia  AB desde A. 
 
 
Ilustración 43. Ubicación de P en segmento AB 
 
Y el otro punto que cumple la condición se ubicará: 
  - 
  - 
 
 
 
         -       -    -   -    -      
 
 
 .                                  
Es decir, el nuevo    se ubica a la derecha del punto A,  
 
 
  de la distancia AB. 
 
 
Ilustración 44. Ubicación de P1 a la derecha de P 
 
En general para   
 
 
, con    se cumple que: 
Para P entre A y B,  
 - 
 - 
 
 
 
        -                
 
   
  
Y para P1 a la derecha de B: 
  - 
  - 
 
 
 
          -       
 
   
 ,  es decir;    se encuentra a  
 
   
  de la 
distancia AB de A. 
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Actividad: 
 Dibuje una recta horizontal y en esa recta dibuje un segmento AB de seis centímetros de 
longitud. 
 En el segmento anterior ubique un punto P que cumpla  
AP
P 
  . 
 Repita el mismo procedimiento de los numerales anteriores para  
AP
P 
 
 
 
. 
 Ahora para  
AP
P 
 
 
 
  
 Trace ahora una línea oblicua y ubique los o el punto P tal que;                                    
    
 
 
,      
 
 
,      
 
 
,     
 
 
. 
 Este trabajo, se realizará primero en forma individual, luego trabaja con un compañero, 
donde discute las dificultades que se presentaron en la elaboración de la actividad y luego 
con otra pareja de compañeros se concluye sobre la actividad. 
Esta actividad servirá como preparación para dibujar más adelante las gráficas de las cónicas 
partiendo del foco, la directriz y una condición que será la excentricidad. 
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6.3.3. Gráficas en el Plano 
6.3.3.1. Actividad 7: Video secciones cónicas, un poco de historia y definiciones.  
Video secciones cónicas: un poco de historia y sus definiciones 
http://www.youtube.com/watch?v=d0ZCyOFW3YE(10min) 
Video aplicaciones de las cónicas Hipérbola 
http://www.youtube.com/watch?v=IGp3GMT24LQ(6min) 
6.3.3.2. Actividad 8: Construyendo las cónicas partiendo de un punto (foco), una 
recta (directriz) y una razón dada. 
 En una hoja sin rayas dibuje un punto (F) y una recta (d). Trace la perpendicular desde el 
punto a la recta. Por supuesto F no en d. 
 Mida la distancia del punto a la recta. 
 Ubique un punto V en la perpendicular tal que su distancia a la recta inicial y su distancia 
a punto F sean iguales. 
 Trace paralelas a la recta d después del punto V y ubique puntos en ellas tales que su 
distancia al punto F y a la recta d sean iguales      . (esto se puede hacer con un 
compás) 
 Una los puntos obtenidos con una línea continua. ¿Qué figura obtiene? 
 Repita los pasos anteriores pero ahora la razón de la distancia del punto al foco a la 
directriz de todos los puntos será    
 
 
,    
 
 
. Se les pide a los estudiantes que sugieran 
razones similares para trabajar. ¿Qué figura obtiene?       . (en este punto el profesor 
estará asesorando continuamente). 
 Recuerde que en estos últimos casos siempre se obtienen dos puntos de la figura sobre la 
perpendicular. 
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Este trabajo se realizará en forma individual, sólo aceptando la asesoría del profesor y en el 
mayor silencio posible, para evitar desconcentrase. Se sugiere a los estudiantes que pueden 
armar grupos de trabajo por fuera de clase.  
6.3.3.3. Actividad 9: Graficando hipérbolas desde sus ecuaciones 
Ahora recordemos los parámetros de la Hipérbola 
 
Ilustración 45. Parámetros Hipérbola 
 
 
En la figura anterior los puntos        son los focos,        los vértices, las rectas        las 
asíntotas, las rectas        las directrices, la recta     se llama eje focal, el segmento     eje 
transverso, el punto medio C del segmento VV1, es el centro de la hipérbola,  los puntos D y  D1 
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de la recta perpendicular a FF1 en el punto C delimitan el eje conjugado (donde las distancias se 
relacionan por medio de la ecuación (
   
 
)
 
 (
   
 
)
 
 (
   
 
)
 
). 
 Dibujemos en el plano cartesiano las gráficas correspondientes a las siguientes 
ecuaciones: 
 
  
 
 
  
 
             
  
 
 
  
 
            
(   ) 
 
 
(   ) 
 
             
(   ) 
 
 
(   ) 
 
            
qué observas? .           En grupos de tres estudiantes comparten y discuten las 
apreciaciones individuales. 
 Retomando las ecuaciones de la hipérbola podrías ubicar los focos, vértices 
correspondientes a las ecuaciones anteriores. Este punto se realiza cuando ya se haya 
terminado el punto anterior. 
 Con la ayuda del programa Geogebra dibujarás algunas hipérbolas: primero las 
correspondientes a las siguientes ecuaciones: 
  
  
 
 
  
 
  ;     
          ;                                                                                                              
 (   )   (   )      
                    . 
                 
Anota tus observaciones. Luego en la hoja de Geogebra encuentras un icono llamado 
cónicas, seleccionas hipérbola y te pide que escojas tres puntos; dos focos y un punto de 
la hipérbola, seleccionas y se forma la gráfica. En la parte izquierda de la hoja de trabajo 
aparecen las ecuaciones. Anota tus observaciones y discútelas con tus compañeros. 
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 Las gráficas obtenidas serán algo como esto 
 
Ilustración 46. Ecuaciones cuadráticas en Geogebra 
Con esta actividad, el estudiante reconocerá los tipos de ecuaciones de la hipérbola y la forma 
de hallar los parámetros de cada ecuación, así como los cambios que genera en la gráfica el 
aumento o disminución de los parámetros. La herramienta Geogebra, permite visualizar 
rápidamente los cambios. 
Para repasar los conceptos en forma rápida se recomienda el siguiente documento de la web 
http://www.vitutor.com/geo/coni/h_7.html 
Para pasar una ecuación de la forma canónica a la general ver video 
http://www.youtube.com/watch?v=-c3Alz5N6ag 
Para graficar hipérbolas guiados por límites ver video (8min) 
http://www.youtube.com/watch?v=FdNmiXpM3Lo 
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Gráfica de función racional (6min) http://www.youtube.com/watch?v=aei3QfOVDYk 
 
6.3.3.4. Actividad 10. Construcción de hipérbolas con regla y compás  
 
En esta actividad construiremos hipérbolas con regla y compás. 
 Ubique una recta d y un punto F que no pertenezca a ella. Trace una perpendicular e 
del punto F a la recta d, luego elija un valor mayor que uno, ejemplo 2, mida la 
distancia del punto F a la recta d y ubique un punto P y su simétrico P
`
 en una recta 
(amarilla en la gráfica) paralela a d, que pase por el punto F a una distancia de éste, tal 
que,  
  
  
    luego        (     ). Sea el punto O  intersección de las rectas d 
y e; trace las semirrectas OP y OP
`
; los puntos P y P
`
 serán puntos de la hipérbola. 
Luego se trazan rectas paralelas (en amarillo en la gráfica) a la recta d por diferentes 
puntos de la recta e; las intersecciones de estas paralelas con las semirrectas OP y OP
`
, 
formarán triángulos semejantes al triángulo OPF, entonces las razones entre los lados 
(catetos) de estos triángulos será la constante 2. Mida la distancia de O
` 
a D y 
construya el segmento FM, con esta misma medida; el punto M es otro punto de la 
hipérbola. Continúe así sucesivamente para obtener tantos puntos (P,M,N,Q,…..) 
como lo desee, una estos puntos, ¿qué obtiene?, ¿por qué?. 
 
Los puntos D, E, G, H, …, son las intersecciones de las rectas paralelas a la recta d 
con la recta OP y los puntos I, J, K, L,..., con la recta OP
`
; los puntos P, M, N, Q,.. ; 
son las distancias entre O` y D, F` y E,.. , medidas desde F hasta las rectas (en 
amarillo en la gráfica) O`D, F`E,..  . 
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Los estudiantes discuten sus resultados y concluyen en parejas, luego cuartetos, 
octetos y por último se comparten las conclusiones con el grupo. A la clase siguiente 
el profesor redondea y da claridad sobre lo concluido. De esta forma el estudiante va 
construyendo su concepto de excentricidad. 
 
La gráfica que se obtiene será algo como:  
 
 
  
Ilustración 47. Hipérbola Construida por Excentricidad 
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6.3.3.4.1. Actividad 11: Hipérbola construida mediante doblado de papel 
 
Se toma una hoja de papel en la que se dibuja una circunferencia y un punto fuera de ella. Luego 
se hacen dobleces por los diámetros de la circunferencia y además se hace coincidir cada punto 
de la circunferencia con el punto exterior a ella; los puntos que corresponden a las intersecciones 
de los dobleces de los diámetros con los dobleces de hacer coincidir el punto exterior con cada 
punto de la circunferencia forman una hipérbola. 
Veamos una muestra de ello. 
 
Ilustración 48. Hipérbola con doblado de papel 
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Ahora veamos por qué es una hipérbola:  Refiérase a la ilustración 49, sea F1 el centro de la 
circunferencia, F el punto exterior a ella, D un punto de la circunferencia, la línea roja es la 
mediatriz del segmento FD y P es el punto de intersección de la mediatriz y la línea que pasa por 
el diámetro F1D. 
De la figura, se tiene el triángulo DFP está dividido en dos triángulos, que tienen un lado común 
formado por parte de la mediátriz, las bases de estos triángulos son congruentes por la definición 
de mediátriz y por esta misma definición, el ángulo formado por la mediátriz y el segmento DF es 
recto, luego los dos triángulos en que se divide el triángulo DFP son congruentes por Lado-
Ángulo-Lado; por tanto los lados DP y PF son congruentes. Entonces la distancia de F1 a P 
disminuida en la distancia de F a P será igual al radio de la circunferencia. 
Dado que F se tomó como un punto cualquiera exterior a la circunferencia, la diferencia de 
distancias de todo punto P obtenido de esta forma a los dos puntos fijos F1 y F siempre será la 
misma, el radio de la circunferencia, con lo cual podemos afirmar que los puntos P serán los 
puntos de una hipérbola. 
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Ilustración 49. Demostración doblez hipérbola 
 
Ahora tracemos todos los puntos P correspondientes a la gráfica anterior: 
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Ilustración 50. Hipérbola como envolvente de Mediatrices 
 
 
Ahora cada estudiante en forma individual hace lo siguiente: 
 Tome una hoja de papel, dibuje una circunferencia c y ubique un punto F exterior a 
ella.  Luego ubique un punto D en la circunferencia y haga el doblez del diámetro que 
pasa por este punto D. Ahora haga coincidir el punto F con el punto D, desdoble la 
hoja y marque el punto P de la intersección de este doblez con el primero. Repita este 
mismo procedimiento para al menos cinco puntos P y una estos puntos, ¿qué obtuvo? 
ENSEÑANZA - APRENDIZAJE DE LAS CÓNICAS 118 
 Con su compañero del lado discuta los resultados del ejercicio anterior, ¿a qué se 
asemeja esta gráfica y por qué?    
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6.3.3.4.2. Hipérbola como envolvente de perpendiculares 
 
Se toma ahora una circunferencia y un punto exterior a ella, se traza un segmento desde el punto 
exterior a cualquier punto de la circunferencia y sobre este se traza una perpendicular al segmento 
como se ilustra en la figura: 
 
Ilustración 51. Construcción de Hipérbola con perpendiculares 
 
Al trazar las perpendiculares correspondientes a cada punto de la circunferencia se obtiene: 
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Ilustración 52. Hipérbola como envolvente de perpendiculares 
 
 
Para demostrarlo observemos la siguiente ilustración: 
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Ilustración 53. Hipérbola como envolvente de perpendiculares 
 
Demostración:  
Se toma una circunferencia de centro en A y radio a y un punto F exterior al círculo; se escoge 
cualquier punto E sobre la circunferencia y se dibujan las trazas de las rectas perpendiculares a 
los segmentos FE en el punto E, variando la posición de E sobre la circunferencia. Estas 
perpendiculares son tangentes a una hipérbola, con focos F y F1 (F1 simétrico de F respecto de 
A), en los puntos P, ya que los puntos P cumplen la condición ||   |  |  ||    . 
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. Dibujemos la circunferencia de centro en F1 y radio 2a. 
Sea E cualquier punto de la circunferencia de radio a. Se traza FE y se prolonga hasta cortar la 
circunferencia de radio 2a y centro F1 en C. 
Se llama P al punto de intersección de la recta que pasa por F1 y C con la recta 
perpendicular a FE en E. Entonces P es un punto de la hipérbola. En efecto como la traza de las 
perpendiculares a FE en E dan tangentes a una hipérbola, por propiedad de reflexión de las 
hipérbolas: 
           , con lo que |  |  |  | y así |  |  |  |, por tanto: 
|   |  |  |  |   |  |  |  |   |     
Otra manera de verlo: 
 
Propiedades notables de una hipérbola  
 
La propiedad reflexiva de la hipérbola afirma que un rayo de luz dirigido a uno de sus focos, se 
refleja hacia el otro foco. 
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Ilustración 54. Propiedad Reflectora de la Hipérbola 
 
 
La tangente a una hipérbola en un punto P, es la bisectriz del ángulo formado por los segmentos 
que unen tal punto con los focos. 
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Ilustración 55. Tangente y Bisectriz 
 
 
Tomando esta última propiedad y al observar la ilustración 53 (3 antes), es claro que para el  
        (haciendo el mismo análisis que dio origen a la figura 51), es bisecado por  la línea 
verde, que por lo tanto es una tangente de la hipérbola y que vendría a ser la misma línea 
perpendicular en el punto E de la figura 51. 
Ahora  se probará que la bisectriz es tangente; veamos: 
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Ilustración 56. Bisectriz-Tangente 
 
La bisectriz del ángulo formado para la recta F P y la recta F1 P,  es la recta tangente a la 
hipérbola.  
En la figura, L es la bisectriz del ángulo formado por la recta F P y F1 P, el punto  simétrico de F1 
respecto a L es R, entonces d (F, R) = 2  (donde     es el valor absoluto de la diferencia entre las 
distancias de P a F y F1) así que para cualquier punto Q ≠ P de L,  
d(F, Q) - d (F1,Q) = d(F, Q) - d(Q, R) < d(F, R) 
Ya que,  
 d(F1, Q) = d(Q, R),                por ser F1 y R simétricos respecto de L.  
L 
ENSEÑANZA - APRENDIZAJE DE LAS CÓNICAS 126 
Por la propiedad del triángulo:   La longitud de cualquiera de sus lados siempre es menor que la 
suma de las longitudes de los otros dos lados. 
Como: 
d(F, P) -d (P, F1) = 2a = d(F, P) - d(P, R)  
 Así que:  
d(F, Q) - d (F1, Q) = d(F, Q) - d(R, Q) < d(F, R) = 2a  
Por lo tanto, Q esta fuera de la hipérbola. Como esto pasa para todo punto Q ≠ P de la bisectriz L, 
entonces L es la recta tangente a la hipérbola en el punto P.  
 http://www.cecytebc.edu.mx/HD/archivos/antologias/geometria_analitica.pdf 
Actividad 12: Envolvente de perpendiculares 
 Con el compás dibuje una circunferencia c y un punto F exterior a ella. Desde F trace 
segmentos hacia los puntos de la circunferencia y luego la perpendicular a estos 
segmentos desde la intersección con la circunferencia. Repita este procedimiento varias 
veces.  Observe la frontera que van delimitando estas perpendiculares y concluya.  
Gráfica guía para la actividad. 
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Ilustración 57. Construcción por perpendiculares 
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6.3.3.4.3. Hipérbola construida con circunferencias 
 
Conociendo los vértices y los focos. 
Graduamos el eje mayor arbitrariamente a partir de uno de los focos y en sentido opuesto al 
centro, obteniendo C, D, E, G, H,… trazamos con centro en F1 y radios CV1, DV1, EV1, GV1,…... 
circunferencias y circunferencias de centro F y radios CV, DV, EV, GV,.. .. LOS PUNTOS DE 
INTERSECCIÓN (B, J, L, N,..) de circunferencias correspondientes (F1-CV1 con F-CV), son 
puntos de la hipérbola. 
Operamos de igual modo para la rama izquierda de la curva.  
 
[Escriba una cita del documento o el resumen de un punto interesante. Puede situar el cuadro de texto 
en cualquier lugar del documento. Use la ficha Herramientas de dibujo para cambiar el formato del 
cuadro de texto de la cita.] 
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Ilustración 58. Hipérbola construida con circunferencias 
 
Actividad 13: Hipérbola construida con intersecciones de circunferencias 
 
 Dibuje una línea recta y ubique un punto en ella, a una distancia dada ubique dos puntos 
(vértices V1, V2) simétricos respecto al primero y luego otros dos puntos simétricos de la 
misma forma pero a una distancia mayor (focos F1, F2). 
 Gradúe la recta a partir de uno de los dos últimos puntos (F1 o F2) con algunos puntos A, 
 , C, D, E,….. . 
 Tome la distancia desde el punto A hasta el punto más cercano de los primeros (V1 o V2) 
y con esta distancia dibuje una circunferencia con centro en el F más cercano. Proceda 
de la misma forma con los demás puntos  , C, D,… 
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 Luego tome la distancia desde el punto A al otro punto más lejano de los dos primeros 
(V1 o V2), con esta distancia y centro en el otro F dibuje una circunferencia. 
 Marque los puntos de las intersecciones de las circunferencias correspondientes. Una 
estos puntos con una línea, ¿qué obtiene? Discuta con su compañero sobre los resultados 
de esta actividad, el tipo de gráfica y el ¿por qué? de ello. 
 En pequeños grupos los estudiantes concluirán sobre la actividad. 
 
6.3.4.5.4. Actividad 14: Hipérbola construida con excentricidad 
 
 Dibuje una recta d y un punto F fuera de ella, trace una perpendicular a la recta que pase 
por el punto F. 
 Trace paralelas a d en la recta perpendicular a continuación de F como muestra la figura. 
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Ilustración 59. Paralelas a la directriz 
 
 Mida la distancia de F a d y luego sobre la paralela a d que pasa por F ubique puntos que 
cumplan la condición 
  
  
    , esto es PF=1.5Pd. Tales como los puntos I, H de la  
siguiente figura. (Pd = distancia de la paralela donde se van a ubicar los puntos, a la 
recta d).  
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Ilustración 60. Puntos del lado recto 
 
 Proceda de igual forma para las rectas que pasan por los puntos C, D, E, G,…. 
 Entre el punto F y la recta d ubique también un punto V que cumpla la condición 
VF=1.5Vd. 
 Las siguientes ecuaciones te ayudarán para el punto anterior:  
VF=1.5Vd y VF + Vd=FD (o aplicando el caso 3 de la actividad 6). 
 Con una línea una los puntos V, H, I,….. ¿Qué obtiene? Discuta con sus compañeros. 
 Aplique el mismo procedimiento para relaciones como: 
  
  
  
          
  
  
  ,     
  
  
    ,     
  
  
    ,     
  
  
    ,     
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Discuta los resultados con los otros estudiantes y concluya. 
 
6.3.3.4.4. Actividad 15: La construcción con excentricidad aplicando semejanza 
 
 Aplique los primeros tres numerales de la actividad anterior. 
 Trace una línea entre el punto de intersección de las dos rectas y el punto I, haga lo 
mismo para el punto H. 
 Señale los puntos de intersección entre estas dos últimas rectas y las paralelas a la 
recta d. 
 Con el compás mida la distancia desde estos puntos al pie de la perpendicular  d que 
pasa por F y tomando como centro F, trace arcos que corten a las paralelas a d, 
señale estos puntos de intersección. 
 Ubique el punto V como en la actividad anterior y únalo por medio de una línea con 
los últimos puntos señalados. ¿Qué se obtiene? Discútalo con sus compañeros.  
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6.3.4.5.5.  Actividad 16: Hipérbola construida con vértice, vértice y punto 
 
Conocido el vértice V, el vértice F y un punto P de la hipérbola, trazamos un paralelogramo 
rectángulo que pase por P y V, dividiendo sus lados BP y DP en idéntico número de partes 
iguales. Unimos con F las divisiones efectuadas en el segmento BP y con  las del segmento PD, 
las intersecciones correspondientes determinan puntos de la curva (G, H, I, J,..). Trazamos el 
resto de la rama derecha de igual modo a partir de un punto P` simétrico del anterior respecto al 
eje perpendicular a FV que pasa por el centro de este segmento y la rama izquierda de la 
hipérbola por simetría con la derecha con respecto a este mismo eje. 
 
 
Ilustración 61. Hipérbola construida con vértice, vértice y punto 
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HIPÉRBOLA VÉRTICE-VÉRTICE-PUNTO 
 
 
 
Ilustración 62. Otra ilustración de hipérbola vértice-vértice-punto 
 
 
 Tome dos puntos V1  y V2 sobre una recta a una distancia cualquiera y un punto P no 
entre ellos fuera de la recta. 
 Trace un rectángulo con P y algún V como vértices opuestos. Gradúe los lados del 
rectángulo que tienen a P como punto común empezando desde P con puntos a igual 
distancia. Como muestra la figura.  
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Ilustración 63. Rectángulo con vértices opuestos P y V2 
 
 
 Trace segmentos desde V1 a los puntos E1, E2,…  
 Trace segmentos desde V2 a los puntos D1, D2,… 
 Señale los puntos de intersección de los segmentos correspondientes 1-1, 2- ,… 
 Trace una línea por estos últimos puntos, ¿qué obtiene? Discuta el resultado con sus 
compañeros. 
 Aplique este mismo procedimiento para otras distancias entre los puntos V y P.  
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De las gráficas se obtiene: 
Dado que la hipérbola tiene eje focal paralelo al eje x, según la tabla de ecuaciones la ecuación 
sería de la forma   
(   ) 
  
 
(   ) 
  
   .  De  la construcción se tienen los vértices, su punto 
medio será el centro de la hipérbola (   ). Por otro lado también se tiene otro punto de la 
hipérbola P, con lo que se hallarían   y  .  Luego con   y   se obtiene   para encontrar los focos.  
Por tanto con los datos que se dan queda la hipérbola totalmente determinada.  
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7. Conclusiones y Recomendaciones 
7.1. Conclusiones 
 
 Las cónicas son de gran importancia en la enseñanza de la geometría; debido a la 
variedad de sus aplicaciones, generalmente,  su enseñanza ha quedado relegada por parte 
de los profesores de matemáticas; se espera que este trabajo, incentive la enseñanza de 
las cónicas de una manera diferente a como se ha venido haciendo. 
 
 Una de las causas por la que no se enseñe en la educación media el tema de las cónicas o 
se haga de manera superficial, se debe a que los estudiantes presentan falencias en el 
manejo de los conceptos  previos que se deben tener para su abordaje; como lo son 
trazado de paralelas y perpendiculares, las razones y proporciones, las gráficas en el 
plano de ecuaciones cuadráticas, entre otros. Estas falencias también son el interés de 
esta propuesta de trabajo en el que se presentan varias guías de trabajo que pretenden  
aminorar esta dificultad. 
 
 La motivación en el estudiante para que pueda tener lugar el aprendizaje es fundamental, 
por esta razón es necesario que los docentes dinamicen sus espacios de aprendizajes con 
diversidad de recursos, que capten la atención de los estudiantes, motivándolos a iniciar 
procesos de aprendizaje  
 
 La utilización de la tecnología en la enseñanza tiene muchas ventajas, en este caso 
particular el programa Geogebra, permite hacer variaciones de una manera ágil y rápida 
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y obtener los resultados de inmediato. También  permite obtener gráficos vistosos y 
coloridos, que permiten visualizar de forma clara los parámetros de la Hipérbola. 
 
 
 Esta propuesta se diseñó con el fin de posibilitar en los estudiantes un trabajo 
colaborativo y participativo, que les permita aprender a valorar sus esfuerzos y los de sus 
pares. 
 
 Queda pendiente poner en práctica esta propuesta, evaluarla y mejorarla.  
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7.2. Recomendaciones 
 
 La práctica educativa requiere  de nuevas ideas que oxigenen esta labor y qué mejor para 
ello, que evaluar las propuestas disponibles,  realimentarlas, reconstruirlas acorde al 
contexto en el que se trabaja. 
 
 Todos los esfuerzos para el mejoramiento de la enseñanza deben ser valorados y qué 
mejor forma de reconocer su valor que ponerlos en práctica en diferentes contextos, esta 
es la invitación que se extiende con humildad y respeto. 
 
 La historia de las conquistas y los retos del hombre es un buen incitador para despertar 
interés y motivación en el aprendizaje. 
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8. Anexo 
8.1.      Prueba Diagnóstica 
 
MAESTRÍA EN ENSEÑANZA DE LAS CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES 
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA 
LAS SITUACIONES PROBLEMA MEDIADORAS DE APRENDIZAJES 
SIGNIFICATIVOS DE LAS CÓNICAS 
INSTITUCIÓN EDUCATIVA SAN PABLO 
 
TEMA: CÓNICAS 
Nombre del estudiante: __________________________________________________ 
Grado: ______                     Fecha de aplicación: ________________________________ 
DOCENTE: HERNANDO MESA GIL 
PRESENTACIÓN: la siguiente prueba tiene como finalidad medir los conocimientos que usted tiene en 
relación al tema de LAS CÓNICAS, por eso es muy importante resolverla con la mayor seriedad posible. 
 
PRUEBA DIAGNÓSTICA CÓNICAS 
 
1. Para la razón  
 
 
   el resultado dos significa: 
a. a y b son iguales 
b. b es mayor que a. 
c. a es  el doble de b. 
d. a es la mitad de b. 
 
2. Una proporción es: 
a. Una razón con términos iguales. 
b. La igualdad de dos razones.  
c. Una razón con números pares. 
d. Una razón impropia. 
 
3. Para la razón 
 
 
   el resultado dos significa: 
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a. a y b son iguales. 
b. b es mayor que a. 
c. a es  el doble de b. 
d. a es la mitad de b. 
 
4. Un lugar geométrico es aquel en el cual los puntos obedecen o se rigen por una característica 
dada. Un ejemplo sería los puntos cuya distancia al eje x es siempre  ; una ecuación que 
representa esta propiedad es        El punto que no corresponde a este lugar es: 
a. (      ) 
b. (     ) 
c. (     ) 
d. (√   ) 
 
5. La distancia entre dos puntos de una recta numérica es: 
a. La diferencia de las coordenadas de los puntos. 
b. La suma de las coordenadas de los puntos. 
c. La diferencia de las coordenadas de los puntos dividida entre dos. 
d. El valor absoluto de la diferencia de las coordenadas de los puntos. 
 
6. La distancia entre los puntos  (    )    (    ) es: 
a.                
b. (    )          
c.            
d.      
 
7. Para representar la gráfica de una ecuación en el plano cartesiano, se realizan los siguientes 
procedimientos excepto: 
a. Se despeja una de las variables. 
b. Se ubican los puntos en el plano. 
c. Se dan valores arbitrarios a una variable. 
d. Se divide entre tres. 
 
8. Dos rectas se dicen perpendiculares si: 
a. Se cortan en un punto. 
b. El ángulo que forman es recto. 
c. El ángulo que forman es de 180 grados. 
d. Nunca se cortan. 
 
9. Un segmento es: 
a. Una parte de una recta comprendida entre dos puntos de la misma. 
b. La mitad de una recta. 
c. Una recta pequeña. 
d. La medida del área de un sector circular. 
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10. De los siguientes software cuál sirve para dibujar la gráfica de una ecuación. 
a. Excel. 
b. Word. 
c. Power point. 
d. Ninguno de los anteriores. 
 
11. Resolver una ecuación es hallar el(los) valor(es) de la(s) variable(s) para el(los) cual(es) se 
cumple la igualdad. De acuerdo a lo anterior la solución de          –          es: 
a.           
b.         
c.           
d.             
 
12. Cuáles de las siguientes ecuaciones representan cónicas: 
a.           
b.     –           
c. (   )       (  –   ) 
d. Todas las anteriores. 
 
12. Enumere los elementos fundamentales de una cónica. 
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